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Аннотация

В данной работе исследуются солитоны Риччи на трехмерных локально однород-
ных и четырехмерных конформно плоских лоренцевых многообразиях Уокера.

1. Общие сведения

Определение 1. Псевдоримановым многообразием называется гладкое многообразиеM,
на котором задан гладкий невырожденный симметричный метрический тензор g. Ес-
ли метрический тензор имеет сигнатуру (1, n − 1), то (M, g) называется лоренцевым
многообразием.

Пусть (M, g) – псевдориманово многообразие размерности n, ∇ – соответствующая
связность Леви-Чивита. Тензор кривизны опеределим как R(X, Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +
∇[X,Y ]Z и тензор Риччи как r(X, Y ) = tr(V → R(X, V )Y ), где X, Y, Z, V – гладкие вектор-
ные поля наM.

Определение 2. Полное псевдориманово многообразие (M, g) называется солитоном
Риччи, если метрика g удовлетворяет уравнению:

£Xg + r = λg, (1)

где r – тензор Риччи, λ ∈ R – некоторая константа, LXg производная Ли метрики g в
направлении полного дифференцируемого векторного поля X.

Число λ называется константой солитона. При λ > 0, λ = 0 или λ < 0 солитон
называют сжимающимся, стабильным или расширяющимся соответственно.

Определение 3. Гладкое распределение D на M называется параллельным, если для
любых векторных полей X ∈ D, Y ∈ TM имеем ∇YX ∈ D.

Определение 4. Псевдориманово многообразие, допускающее гладкое параллельное рас-
пределение изотропных векторов, называется многообразием Уокера. (см. [1,2])

Для тензора кривизны Римана имеет место разложение (см. [3]):

R =W + A ∧© g,

где ∧© – произведение Кулкарни-Номидзу, A = 1
n−2

(
Ric− sg

2(n−1)

)
– тензор одномерной

кривизны, s – скалярная кривизна.
1Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты: №16–01–00336A, №16–31–00048мол_а), Минобрна-

уки РФ в рамках базовой части государственного задания в сфере научной деятельности ФГБОУ ВПО
«Алтайский государственный университет» (код проекта: 1148).
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Определение 5. ТензорW из вышеописанного разложения называется тензором Вейля
метрики g.

Определение 6. Псевдориманово многообразие размерности n ≥ 4 называется
конформно-плоским, если его тензор Вейля тривиален:

W = 0.

На многообразии Уокера (M, g) размерности n + 2 ≥ 4 в окрестности любой точки
существуют локальные координаты v, x1, ..., xn, u, в которых метрика g принимает вид
(см. [2]):

g = 2dvdu+ h+ 2Adu+H(du)2, (2)
где h = hij(x

1, ..., xn, u)dxidxj – семейство римановых метрик, зависящее от u, A =
Ai(x

1, . . . , xn, u)dxi – семейство 1-форм, зависящее от u, H – гладкая функция на M . Век-
торное поле ∂v определяет параллельное распределение изотропных векторов.

Важным подклассом метрик на многообразиях Уокера являются pp-waves, определяе-
мые локально уравнением (2), где A = 0, h =

∑n
i=1(dxi)2, ∂vH = 0.

Если, к тому же, H является квадратичной формой от x1, ..., xn с коэффициентами,
зависящими от u, то (M, g) называется плоской волной:

H(u, x1, . . . , xn) =
n∑

i,j=1

aij(u)xixj.

Функции h,H и 1-форма A в классе конформно плоских лоренцевых многообразий
Уокера со слабо неприводимыми группами голономии описаны с работе [4]. Эту систему
координат мы далее будем называть специальной системой координат Уокера.

Пусть (M, g) – четырехмерное многообразие с метрикой плоской волны. Тогда в спе-
циальной системе координат Уокера (v, x, y, u) метрика будет иметь вид:

g = 2dvdu+ dx2 + dy2 + a(u)(x2 + y2)(du)2,

где a(u) – гладкая функция, не равная тождественно нулю ни на каком открытом под-
множествеM . Метрики плоских волн соответствуют коммутативным алгебрам голономии
конформно плоских многообразий Уокера (см. [4]).

Теорема 1. Пусть (M, g) – четырёхмерное конформно плоское лоренцево многообразие
Уокера, где g – метрика плоской гравитационной волны, имеющая в специальной системе
координат Уокера вид:

g = 2dvdu+ dx2 + dy2 + a(u)(x2 + y2)(du)2.

Тогда для любой константы λ существует решение уравнения солитона Риччи.

Доказательство. Пусть X = (K,L,M,N) – произвольное векторное поле наM. Запишем
уравнение (1) в специальной системе координат Уокера (v, x, y, u):

Nv = 0
Nx + Lv = 0
Ny +Mv = 0

(x2 + y2)Nv(u) +Nu +Kv = λ
2Lx = λ

Mx + Ly = 0
(x2 + y2)a(u)Nx + Lu +Kx = 0

2My = λ
(x2 + y2)a(u)Ny +Mu +Ky = 0

(x2 + y2)(2a(u)Nu + a′(u)N)+
+2Ku + 2x a(u)L+ 2y a(u)M − 2a(u) = λ(x2 + y2)a(u)

(3)
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Уравнения 5 и 8 интегрируются:

L(v, x, y, u) =
λ

2
x+ L1(v, y, u),

M(v, x, y, u) =
λ

2
y +M1(v, x, u)

Подставим полученные выражения в уравнение 6:

(M1)x(v, x, u) + (L1)y(v, y, u) = 0

Отсюда видно, что (M1)x(v, x, u) не зависит от x, а (L1)y(v, y, u) не зависит от y. Поэтому
функция M1 линейна по x, а L1 линейна по y:

M(v, x, y, u) =
λ

2
y + F1(v, u)x+ F2(v, u),

L(v, x, y, u) =
λ

2
x− F1(v, u)y + F3(v, u)

Уравнения (12.5), (12.6), (12.8) выполнены.
Из уравнений 2 и 3 выразим Nx и Ny:

Nx = −Lv = (F1)vy − (F3)v

Ny = −Mv = −(F1)vx− (F2)v

Так как Nv = 0 (из уравнения 1), то (F2)v, (F3)v не зависят от v:

F2(v, u) = vα(u) + β(u), F3(v, u) = vµ(u) + η(u)

Продифференцируем уравнение 2 по y, а уравнение 3 по x. Поскольку Nxy = Nyx, получим:

Nxy −Nyx = Lvy −Mvx = −2(F1)v = 0

Получили следующее:
F1(v, u) = F1(u),

M(v, x, y, u) =
λ

2
y + F1(u)x+ vα(u) + β(u),

L(v, x, y, u) =
λ

2
x− F1(u)y + vµ(u) + η(u),

N(v, x, y, u) = −µ(u)x− α(u)y + ω(u).

Это гарантирует выполнение уравнений 1, 2, 3, 5, 6, 8.
Продифференцируем теперь уравнение 7 по y, а уравнение 9 по x. Запишем разность

полученных выражений:

−2F ′1(u)− 2xα(u)a(u) + 2yµ(u)a(u) = 0.

Это равенство выполнено для всех x, y, поэтому F ′1(u) ≡ 0, α(u)a(u) ≡ 0, µ(u)a(u) ≡ 0.
Тогда F1(u) – константа и мы обозначим её C1. Далее предполагаем, что a(u) не обращается
в нуль на открытом множестве в области определения. Это позволяет заключить, что
µ(u) ≡ 0, α(u) ≡ 0.

Из уравнений 4, 7 и 9 находим частные производные функции K:

Kx = −Lu = −η′(u), Ky = −Mu = −β′(u), Kv = λ−Nu = λ− ω′(u)
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Отсюда находим вид K:

K(v, x, y, u) = (λ− ω′(u))v − η′(u)x− β′(u)y + γ(u)

Выполнены все уравнения, за исключением последнего. Перепишем это уравнение с но-
выми функциями:

(x2 + y2)(2ω′(u)a(u) + a′(u)ω(u))− 2ω′′(u)v + 2y(a(u)β(u)− β′′(u)) +

+ 2x(a(u)η(u)− η′′(u)) + 2γ′(u)− 2a(u) = 0

Это выражение тождественно равно 0, поэтому коэффициенты при v, x, y тождественно
равны нулю:

2ω′(u)a(u) + a′(u)ω(u) = 0,

ω′′(u) = 0,

2a(u)β(u)− 2β′′(u) = 0,

2a(u)η(u)− 2η′′(u) = 0,

γ′(u) = a(u).

Последние уравнения локально разрешимы при любой a(u), в частности, ω(u) = ω1u+
ω0.

Если a(u) ≡ 0 в координатной окрестности, тензор Риччи тривиален и уравнение со-
литона Риччи разрешимо при любых λ с линейными K,L,M,N .

Следствие 1. В условиях предыдущей теоремы векторное поле X в специальной систе-
ме координат Уокера v, x, y, u имеет вид X = (K,L,M,N), где:

K(v, x, y, u) = (λ− ω1)v − η′(u)x− β′(u)y + γ(u),

L(x, y, u) =
λ

2
x− C1y + η(u),

M(x, y, u) =
λ

2
y + C1x+ β(u),

N(u) = ω1u+ ω0,

при этом выполнены равенства:

2ω1a(u) + (ω1u+ ω0)a′(u) = 0,

2a(u)β(u)− 2β′′(u) = 0,

2a(u)η(u)− 2η′′(u) = 0,

γ′(u) = a(u).

Здесь ω1, ω0, C1 – некоторые константы.

Решения уравнения солитона Риччи в случае потенциальных векторных полей в слу-
чае четырехмерных локально конформно плоских лоренцевых многообразий Уокера были
ранее получены в работе [5]. Было показано, что либо такие метрики разложимы, либо
солитон является стабильным.

Переходим к рассмотрению уравнения солитона Риччи на трехмерных многообразиях
Уокера.
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ПустьM – трёхмерное лоренцево многообразие Уокера. Тогда, согласно [2], существу-
ют локальные координаты (t, x, y), в которых метрика принимает следующий вид:

g =

 0 0 1
0 ε 0
1 0 ϕ(x, y)

 , (4)

где ϕ(x, y) – некоторая гладкая функция, ε = ±1.
Пусть X – векторное поле на M с координатами A(t, x, y), B(t, x, y), C(t, x, y), где

A,B,C – гладкие функции.
Уравнение солитона £Xg + Ric = λg примет вид:

1
2
Ct = 0

Cx + εBt = 0
Cy + Ctϕ+ At = λ

2Bx = λ
Cxϕ+ εBy + Ax = 0

2Cyϕ+ 2Ay +Bϕx + Cϕy − ε
2
ϕxx = λϕ

(5)

Справедлива следующая

Теорема 2. Пусть (M, g) – трёхмерное лоренцево многообразие Уокера. Тогда в специ-
альной системе координат Уокера для любой константы λ 6= 0 существует решение
уравнения солитона Риччи при условии, что тензор Риччи ρ зависит только от y.

Доказательство. В [5, пункт 5.2] доказана

Лемма 1. В случае, когда ϕ(x, y) 6≡ 0 система (5) приводится к виду:

X(t, x, y) =

(
t(λ− β)− εxω′(y) + µ(y),

1

2
λx+ ω(y), βy + γ

)
, (6)

где β, γ – константы, а ω, µ – гладкие функции, удовлетворяющие дифференциальному
уравнению:

2βϕ− λϕ+ 2µ′(y)− 2εxω′′(y) + ϕy(βy + γ) + ϕx

(
λ

2
x+ ω(y)

)
=
ε

2
ϕxx (7)

Пусть C(t, x, y) ≡ 0, λ 6= 0. Тогда уравнение (7) принимает следующий вид:

ε

2
ϕxx − ϕx

(
λ

2
x+ ω(y)

)
+ λϕ− 2µ′(y) + 2εxω′′(y) = 0, (8)

Уравнение (8) есть ОДУ, где x - переменная, y - параметр. Частное решение этого урав-
нения имеет вид:

ϕ(x, y) =
(
λ− ε(λx+ 2ω(y))2

)
F (y) +

2

λ
µ′(y) +

ω′′(y)(ελx2 − 1)

ω(y)λ
,

где F (y) – произвольная гладкая функция. Тензор Риччи тогда будет произвольной функ-
цией от y:

R33 = λ2F (y)− ω′′(y)

ω(y)
.
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Перейдём к рассмотрению уравнения солитона Риччи на трёхмерном локально одно-
родном лорецевом (ε = 1) многообразии Уокера.

Воспользуемся теоремой работы [6], описывающей локально однородные метрики на
трехмерных многообразиях Уокера:

Теорема 3. ( [6]) Пусть (M, g) – трёхмерное локально однородное лоренцево мно-
гообразие Уокера. Тогда в специальной системе координат Уокера (t, x, y) имеем g =
2dtdy + dx2 + φ(x, y)dy2 (см. 4), где функция φ – одна из нижеприведённых:
(a) φ(x, y) = b−2ebx, b 6= 0
(b) φ(x, y) = 1

2
x2α(y), α′(y) = cα3/2(y), α(y) > 0

(c) φ(x, y) = sx2, s = ±1.

Таким образом, уравнение солитона Риччи достаточно рассмотреть для классов метрик
из теоремы (3).

Уравнение солитона Риччи сведём к уравнению из леммы (1):

X(t, x, y) =

(
t(λ− β)− εxω′(y) + µ(y),

1

2
λx+ ω(y), βy + γ

)
,

где β, γ – константы, а ω, µ – гладкие функции, удовлетворяющие дифференциальному
уравнению:

2βϕ− λϕ+ 2µ′(y)− 2εxω′′(y) + ϕy(βy + γ) + ϕx

(
λ

2
x+ ω(y)

)
=
ε

2
ϕxx (9)

Лемма 2. Пусть φ(x, y) = b−2ebx, b 6= 0 (случай (a)). Тогда уравнение солитона Риччи
разрешимо и λ = 0.

Доказательство. Уравнение солитона (9) сводится к системе:
2b2ω′′(y) = 0

bλ = 0
−2bω(y) + b2 − 4β + 2λ = 0

b2µ′(y) = 0

Из первого, второго и четвёртого уравнений, в силу того, что b 6= 0 следует:

ω(y) = C1y + C2, λ = 0, µ(y) = const

Из третьего уравнения получаем, что C1 = 0. Таким образом, ω(y) = C2 = ω, µ(y) = µ.
В итоге уравнение солитона для метрики (a) сводится к уравнению:

b2 − 2bω − 4β = 0,

откуда β = b2−2bω
4

. Поле X градиентно при β = γ = 0.

Лемма 3. Пусть φ(x, y) = 1
2
x2α(y), α′(y) = cα3/2(y), α(y) > 0 (случай (b)). Тогда уравне-

ние солитона Риччи разрешимо при любом λ.

Доказательство. Уравнение (9) принимает вид: 2β + c(βy + γ)α1/2(y) = 0
ω(y)α(y)− 2ω′′(y) = 0

4µ(y) + α(y) = 0

Откуда µ(y) = −α(y)
4
. Второе уравнение этой системы разрешимо при любых α(y). Спра-

ведливость первого равенства может быть достигнута выбором констант β = γ = 0. Таким
образом, константа λ может иметь любой знак. При этом векторное поле X будет гради-
ентным, если и только если λ = 0, ω(y) ≡ 0.
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Лемма 4. Пусть φ(x, y) = sx2, s = ±1 (случай(c)). Тогда уравнение солитона Риччи
разрешимо при любых λ.

Доказательство. Уравнение (9) сводится к системе:{
2µ′(y) = s

ω′′(y)− sω(y) = 0

При этом β = 0. Отсюда получаем, что µ(y) = s
2
y + µ0. Если s = 1, то ω(y) = C1 cosh(y) +

C2 sinh(y). При s = −1 получаем ω(y) = C1 cos(y) + C2 sin(y). Таким образом, эта система
ОДУ разрешима, константа λ – произвольная. В этом случае поле X будет градиентным
тогда и только тогда, когда γ = 0, λ = 0, ω ≡ 0.

Из доказанных лемм вытекает теорема:

Теорема 4. Уравнение солитона Риччи на локально однородном лоренцевом многообра-
зии Уокера (M, g) локально разрешимо. С учетом обзначений теоремы 3:

если g локально имеет вид (a), то солитон является стабильным (λ = 0),
если g локально имеет вид (b) или (c), то константа солитона λ может быть любой.

При этом векторное поле X в специальной системе координат Уокера t, x, y соот-
ветственно имеет вид:
(a) X(t, x, y) = (−βt+ µ, ω, βy + γ)

(b) X(t, x, y) =
(
t(λ− β)− xω′(y)− α(y)

4
, 1

2
λx+ ω(y), βy + γ

)
, причем выполнены уравне-

ния: {
2β + c(βy + γ)α1/2(y) = 0

ω(y)α(y)− 2ω′′(y) = 0

(c) X(t, x, y) =
(
λt− C1x cosh(y)− C2x sinh(y) + s

2
y + µ0,

1
2
λx+ C1 cosh(y) + C2 sinh(y), γ

)
,

при s = 1,
X(t, x, y) =

(
λt+ C1x cos(y)− C2x sin(y) + s

2
y + µ0,

1
2
λx+ C1 cos(y) + C2 sin(y), γ

)
,

при s = 1.
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