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Пусть Rm – m-мерное арифметическое евклидово пространство.
Пусть Ω – конечное подмножество точек:

Ω = {(xi,1, xi,2, . . . , xi,m) : i = 1, . . . , N} ,

которое можно рассматривать как результат N экспериментов. В
приложениях часто возникает вопрос о существовании функцио-
нальной зависимости между переменными {x1, x2, · · · , xm}. Наи-
более простая зависимость – линейная. В статистике разработаны
мощные методы для анализа множества Ω на линейную зависи-
мость, основанные на Евклидовой норме. В данной работе в каче-
стве основы берется Чебышевская норма равномерного отклонения.

Определение 1. Минимальной шириной множества Ω вдоль пе-
ременной xj, j = 1, . . . ,m назовем число

α∞ (Ω, xj) = 2 · min
ks,s ̸=j ;b

 max
i=1,...,N

|xi,j −
m∑
s̸=j

ksxi,s − b|

 . (1)

С геометрической точки зрения величина α∞ (Ω, xj) равна мини-
муму ширины ”полосы”, ограниченной двумя параллельными гипер-
плоскостями и содержащей множество Ω, ширина берется вдоль
оси xj в Rm (т.е. длина пересечения полосы с осью xj).

Уравнение гиперплоскости, на котором достигается (1), назовем
уравнением L∞ регрессии на переменную xj :

xj =

m∑
s̸=j

k0sxs − b0. (2)

1Работа выполнена при поддержке Российского гуманитарного научного
фонда (грант №12-12-22000-а(р)) и администрации Алтайского края, а также
Совета по грантам Президента РФ для поддержки молодых российских ученых
и ведущих научных школ (грант НШ–921.2012.1), ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг. (гос. контракт
№02.740.11.0457).
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Замечание 1. Аналогичные определения справедливы в случае
произвольного выпуклого подмножества Ω ⊂ Rm. Если допол-
нительно множество Ω центрально-симметрично относительно
начала координат Rm, то величина α∞ (Ω, xj) равна длине отрез-
ка пересечения множества Ω с осью OXj.

Величины α∞ (Ω, xj) тесно связаны с такими понятиями из вы-
пуклой геометрии, как ширина выпуклого множества в данном на-
правлении и широта выпуклого множества [1].

Определение 2. Шириной выпуклого множества Q в направле-
нии единичного вектора s называется длина d(s,Q) ортогональной
проекции этого множества на прямую, параллельную s. Широтой
множества Q называют [1]

△(Q) = min
s

d(s,Q).

Определение 3. Пусть K и L – непустые выпуклые множества
в n-мерном аффинном пространстве с началом координат O, к
которому соотнесены радиусы-векторы точек x, y тел K, L. Тогда
(зависящее от выбора O) множество

K + L = {z | z = x+ y x ∈ K, y ∈ L} (3)

называют суммой K и L.

Пусть Q — непустое компактное выпуклое множество в Rn. Цен-
тральная симметризация SO относительно начала O ∈ Rn перево-
дит множество Q во множество

SO(Q) =
Q+ (−Q)

2
. (4)

Множество SO(Q) также является выпуклым в Rn [2], но уже
центрально-симметричным относительно начала координат.

Теорема 1. Широта выпуклого множества Q равна широте мно-
жества SO(Q):

△(Q) = △(SO(Q)).

Доказательство. Пусть K = SO(Q) – симметризация множе-
ства Q. Любое выпуклое множество определяет опорную функцию

hQ(s) = max
u∈Q

⟨s, u⟩,
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s – точка на сфере единичного радиуса с центром в начале коорди-
нат, ⟨s, u⟩ – скалярное произведение. Таким образом,

d(s,Q) = hQ(s) + h−Q(s) = hQ(s)− hQ(−s).

Опорная функция множества K может быть задана в виде

hK(s) = max
v∈K

⟨s, v⟩,

и в силу симметричности множества K

hK(s) = max
u1,u2∈Q

⟨
s,

u1 − u2

2

⟩
=

1

2

(
max
u1∈Q

⟨s, u1⟩+ max
u2∈−Q

⟨s, u2⟩
)

=

=
1

2
(hQ(s) + h−Q(s)) .

Ширина множества K в направлении s имеет вид

d(s,K) = 2hK(s) = hQ(s) + h−Q(s).

Следовательно,

△(K) = min
s

d(s,K) = min
s

d(s,Q) = △(Q).

Пусть Q – выпуклое в Rn множество, имеющее ширину в на-
правлении каждой координатной оси, равную 2ai, 1 ≤ i ≤ n. Тогда
справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Верно неравенство

△(Q) ≥
2

n+1
2

n∏
i=1

ai√√√√√√√√√(−1)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 0 a21 + a22 . . . a21 + a2n
1 a21 + a22 0 . . . a22 + a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
1 a21 + a2n a22 + a2n . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (5)

где △(Q) – широта множества.



46

Доказательство. Подвергнем множество Q симметризации
K = SO(Q). Множество K задает в Rn выпуклый многогранник.
Обозначим Kj грани этого многогранника. В силу того что много-
гранник выпуклый,

△(K) = 2 ·min
j

hKj ,

где hKj – длина перпендикуляра, проведенного из начала коорди-
нат к грани Kj .

Симметризованный многогранник

Пусть Xi – точки пересечения координатных осей с многогран-
ником i = 1, . . . , n и H – длина перпендикуляра, проведенного к
сечению X1 . . . Xn. Очевидно, что для любого j верно неравенство
hKj ≥ H, следовательно,

△(K) ≥ 2H. (6)

В силу следствия OXi = ai. Объем многогранника W = OX1 . . . Xn,
построенного на взаимно перпендикулярных отрезках, равен [3]

VW =
1

n!

n∏
i=1

ai.

С другой стороны [4],

VW =
1

n
·H · Vr,

где Vr – объем грани X1 . . . Xn в пространстве Rn−1.
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Таким образом,

H =

n∏
i=1

ai

(n− 1)! · Vr
. (7)

Объем грани может быть вычислен по формуле

Vr =

√
(−1)n−2

2n−1((n− 1)!)2
Γ(X1, . . . , Xn), (8)

где Γ(X1, . . . , Xn) – определитель Келли-Менгера:

Γ(X1, . . . , Xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 0 d212 . . . d21n
1 d221 0 . . . d22n

. . . . . . . . . . .
1 d2n1 d2n2 . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (9)

где d2kl – квадрат расстояния между точками Xk и Xl (1 ≤ k, l ≤ n).
В силу перпендикулярности OXk и OXl расстояние можно най-

ти по теореме Пифагора: d2kl = a2k + a2l . Тогда из равенств (7) и
(8)

H =

n∏
i=1

ai√√√√√√√√√
(−1)n−2

2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 . . . 1
1 0 a21 + a22 . . . a21 + a2n
1 a21 + a22 0 . . . a22 + a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .
1 a21 + a2n a22 + a2n . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (10)

Справедливость теоремы следует из равенств (10), (6) и теоремы 1.
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Методы коинтеграционного анализа, активно используемые со-
временными исследователями в области экономики, берут свое на-
чало с работ Грэнджера [1] и Энгла и Грэнджера [2]. С момен-
та введения понятия коинтеграции появились десятки различных
методик обнаружения между переменными долговременной связи.
Вместе с тем не теряет своей актуальности вопрос о необходимости
учета в проводимом исследовании возможных структурных сдвигов
в виде изменения среднего значения ряда и уровня наклона трен-
да. Правильная, адекватная оценка структуры рассматриваемых
рядов влияет на всю дальнейшую цепочку вычислений при опре-
делении долговременных связей. В случае неправильного опреде-
ления стационарности временного ряда все дальнейшие выводы о
характере связи между переменными будут ложными.

Общий вид процесса порождения данных с наличием структур-
ных сдвигов может быть представлен следующим образом:

Yt = α+ {DU,DT}+X ′
tβ + et, (1)

где et – нормально распределенный стационарный ряд; Yt – неста-
ционарный T × 1 вектор; X ′

t – k-мерный вектор нестационарных
регрессоров типа I(1); {DU,DT} – набор дополнительных фиктив-
ных переменных, по необходимости включаемых в модель, в зави-
симости от типа структурного сдвига следующего вида:

DU =

{
1, когда t > Tj ;

0, иначе.
(2)


