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раза больше инфляции. При отсутствии роста, но не при нулевой
инфляции лучшим будет первый вариант, чем раньше, тем лучше.
Поскольку последняя ситуация характерна для РФ, то в разраба-
тываемой концепции стимулирования позднего выхода на пенсию
необходимо прежде всего обеспечить условия роста пенсионных ка-
питалов на индивидуальных инвестиционных счетах граждан.

В заключение следует отметить, что хотя базовые модели фи-
нансового анализа дают возможность сравнить варианты реформы,
для более точного и адекватного сравнения с учетом распределения
пенсионеров по возрастным когортам и срокам дожития необходи-
мо использовать актуарные и стохастические модели финансовой
математики.
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Спектры дифференциальных операторов на римановых много-
образиях интенсивно изучаются в последнее время. В этом направ-
лении известны работы М. Каца, К. Гордон, В.Н. Берестовского,
В.А. Шарафутдинова и других (см. подробнее: [1–4]), в которых
проведены исследования на тему «Как услышать форму барабана»,
или насколько однозначно можно восстановить риманову метрику
многообразия по спектру оператора Лапласа?

Основная цель данной статьи — исследовать спектр оператора
секционной кривизны римановых многообразий с конформно плос-
кой римановой метрикой, а также узнать, как ведет себя спектр
оператора секционной кривизны при конформных деформациях.

Пусть (Mn, g) – риманово многообразие размерности n, X, Y , Z,
V – векторные поля на Mn. Обозначим через ∇ связность Леви-
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Чивита и через R(X,Y )Z = [∇Y ,∇X ]Z +∇[X,Y ]Z – тензор кривиз-
ны Римана. Тензор Риччи r и скалярную кривизну s определим
соответственно как r(X,Y ) = tr(V → R(X,V )Y ) и s = tr(r). Разде-
лим тензор кривизны R на метрический тензор g в смысле произ-
ведения Кулкарни-Номидзу [5], получим тензор Вейля W и тензор
одномерной кривизны A:

R = W +A ∧○g, (1)

где (A ∧○g)(X,Y, Z, V ) = A(X,Z)g(Y, V ) + A(Y, V )g(X,Z) −
A(X,V )g(Y, Z)− g(Y,Z)P (X,V ) и

A =
1

n− 2

(
r − sg

2(n− 1)

)
, (2)

или в координатном виде:

Aij =
1

n− 2

(
rij −

sgij
2(n− 1)

)
. (3)

Риманово многообразие (Mn, g) называется конформно плос-
ким, если его тензор Вейля тривиален.

Риманова метрика g индуцирует скалярное произведение ⟨·, ·⟩ в
слоях пространства расслоения Λ2Mn по правилу

⟨X1 ∧X2, Y1 ∧ Y2⟩x = det(gx(Xi, Yj)).

Риманову тензору кривизны R в любой точке многообразия Mn

можно поставить в соответствие оператор кривизны, определяемый
на бивекторах R : Λ2

xM
n → Λ2

xM
n и задаваемый равенством

⟨X ∧ Y,R(T ∧ V )⟩x = Rx(X,Y, T, V ), (4)

где Rx(X,Y, T, V ) = gx(R(X,Y )T, V ).
Рассмотрим ортобазис {e1, e2, . . . , en} в некоторой точке x ∈ Mn,

в котором одновременно диагонализируемы оператор Риччи и опе-
ратор одномерной кривизны. Он существует, так как эти операторы
самосопряжены и связаны формулой (2). Имеет место

Теорема 1. Пусть (Mn, g) — конформно плоское риманово
многообразие, т.е. W = 0. Рассмотрим ортобазис {e1, e2, . . . , en},
в котором диагонализируемы операторы Риччи r и одномерной
кривизны A. Тогда в базисе {ei ∧ ej}i<j диагонализируем оператор
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кривизны R : Λ2Mn → Λ2Mn, причем спектр оператора R есть
{Kij}i<j, где Kij = Kσ(ei ∧ ej).

Доказательство. Рассмотрим разложение тензора кривизны
(1) в координатном виде. Тогда, пользуясь формулой (4), а так-
же симметриями тензора кривизны, нетрудно видеть, что в базисе
{ei ∧ ej}i<j матрица оператора кривизны диагонализируема и по
главной диагонали стоят секционные кривизны Kσ(ei ∧ ej).

Теорема доказана.
Естественно, что результаты теоремы 1 позволяют поставить

следующие вопросы.
1. Возможно ли «услышать» секционную кривизну конформно
плоских римановых метрик?
2. Справедливо ли утверждение теоремы 1 в случае, когда метрика
не является конформно плоской?
3. Как изменяется спектр оператора кривизны при конформных
деформациях римановых метрик?

Рассмотрим конформную деформацию ḡ = e2f(x)g исходной
метрики g на многообразии Mn. Имеет место

Теорема 2. Пусть (Mn, g) — конформно плоское римано-
во многообразие, т.е. W = 0. Тогда для конформно деформи-
рованного риманова многообразия (M̄n, ḡ) существует ортобазис
{ē1, ē2, . . . , ēn} ⊂ TxM̄n такой, что в базисе {ēi ∧ ēj}i<j, диагона-
лизируем оператор кривизны R̄ : Λ2M̄n → Λ2M̄n, причем спектр
оператора R̄ есть {K̄ij}i<j, где K̄ij = K̄σ(ēi ∧ ēj), и справедливы
формулы:

K̄ij = Kij − (f,ii + f,jj) + (f,i)
2 + (f,j)

2 − f,kf
k
, e

−2f , (5)

где f,i; f,ij – ковариантные производные функции конформной де-
формации f относительно начальной метрики.

Доказательство. Действительно, так как при конформной де-
формации тензор Вейля W инвариантен, то W̄ = 0, а значит, су-
ществование искомого базиса {ē1, ē2, . . . , ēn} следует из теоремы 1.
Далее, согласно [6] имеем:

Āij = Aij − f,ij + f,if,j − (1/2)f,kf
k
, gij , (6)

где gij = e−2f ḡij = e−2fδij . Для завершения доказательства тео-
ремы достаточно заметить, что для конформно плоских метрик
секционная и одномерная кривизны связаны формулами Kij =
Aii +Ajj , (см., например, [6]).
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Теорема доказана.
Следствие. Базисы {e1, e2, . . . , en} и {ē1, ē2, . . . , ēn} теорем 1

и 2 отличаются друг от друга на суперпозицию конформного и
ортогонального преобразований.

Рассмотрим более подробно однородный риманов случай. Тогда
из теорем 1 и 2 и теоремы Алексеевского-Кимельфельда [7] следует

Теорема 3. Пусть (Mn, g) — связное конформно плос-
кое риманово многообразие, допускающее транзитивную груп-
пу конформных преобразований. Тогда существует ортобазис
{e1, e2, . . . , en} ⊂ TxM

n такой, что в базисе {ei ∧ ej}i<j, диагона-
лизируем оператор кривизны R : Λ2Mn → Λ2Mn, причем спектр
оператора кривизны R есть

Kij = Kij(AK)− (f,ii + f,jj) + (f,i)
2 + (f,j)

2 − f,kf
k
, e

−2f , (7)

где f,i; f,ij – ковариантные производные функции конформной де-
формации f относительно начальной метрики, а Kij(AK) – сек-
ционная кривизна одного из конформно плоских многообразий спис-
ка Алексеевского-Кимельфельда [7].

Теоремы 2 и 3 устанавливают, как изменяется спектр оператора
кривизны конформно плоских римановых метрик при конформных
деформациях.
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One of the consequences of the global economic crisis was the
increase of the tightness on the labor market. It could be noticed
through the growth of registered, and general unemployment; gain of
long-term, chronic, and hidden unemployment; understated levels of
wages; the expansion of unpaid employment; lack of vacancies; and
the expansion of latent relations in the field of employment; gain of
gender, age, and territorial disproportions on the labor market, so as
the dissemination of the strike movements.

Analysis of individual factors, its differentiation and classification
of the regions on this base, gave contradictory results, and showed the
discrepant nature of the subject. Very often, based on which factor
was selected for the estimation of the tightness, the same region was
falling into different, sometimes conflicting, groups of the tightness on
the regional labor market. That complicated the performance of the
effective managerial decisions, and requested a new methodic, based on
the integral estimations. In order to build such an estimations it was
necessary to:

1) form the system of variables, which would sufficiently reflect the
characteristics of the tightness on the regional labor market;

2) bring different factors to the comparable base;
3) select the method of integration of the chosen factors into one

aggregated indicator.
1Research is carried out with financial support of RGNF (projects No. 12-12-

22000a and No. 11-03-00667a) and administrations of Altai Krai.


