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Теорема. Существует квазимногообразие, отличное от qF и 

порождённое конечной группой из М, не имеющее покрытий в решётке 

квазимногообразий, содержащихся в М. 

Следствие. Существует квазимногообразие, отличное от qF и 

порождённое конечной группой из М, не имеющее независимого базиса 

квазитождеств. 
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Об одной задаче неизотермической фильтрации 

жидкости в деформируемой пористой среде 

Р.А. Вирц 

АлтГУ, г. Барнаул 

В работе рассматривается математическая модель фильтрации 

жидкости в деформируемой пористой среде. Особенностью рассматри-

ваемой модели является учет температуры и подвижности пористого 

скелета. 
 

𝜕𝜑𝜌𝑓

𝜕𝑡 
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜑�⃗�𝑓𝜌𝑓) = 0,     (1) 

 

𝜕𝜌𝑠(1−𝜑)

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣((1 − 𝜑)𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗   𝜌𝑠) = 0,   (2) 

 

𝜑(𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗⃗ − 𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗  ) = −𝑘(𝜑)(𝛻𝑝𝑓 − 𝜌𝑓�⃗�),  (3) 

 

𝑑𝑖𝑣 𝑣𝑠 = −𝑎1(𝜑)𝑝𝑒 ,   (4) 
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𝜕𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
= 𝜌𝑡𝑜𝑡  �⃗�,      𝑝𝑒 = 𝑝𝑡𝑜𝑡 − 𝑝𝑓,    (5) 

 

    𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝜑𝑝𝑓 + (1 − 𝜑)𝑝𝑠,   𝜌𝑡𝑜𝑡 = 𝜑𝜌𝑓 + (1 − 𝜑)𝜌𝑠, (6) 

 

(𝜌𝑓𝑐𝑓𝜙 + 𝜌𝑠𝑐𝑠(1 − 𝜙)) 
𝜕휃

𝜕𝑡 
+ 

+((𝜌𝑓𝑐𝑓𝜙 𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗⃗ +  𝜌𝑠𝑐𝑠(1 − 𝜙)𝑣𝑠⃗⃗⃗⃗ )∇휃 =  𝑑𝑖𝑣(𝐾(𝜙)∇휃).    (7) 
 

Система (1) – (7) описывает нестационарное неизотермическое 

движение жидкости в вязкой пористой среде. Для описания процесса 

используются законы сохранения массы для каждой из фаз, закон 

Дарси, реологическое соотношение, уравнения баланса сил и уравнение 

для температуры [1–4]. Здесь 𝜌𝑓 , 𝜌𝑠, 𝑣𝑓⃗⃗⃗⃗⃗,  𝑣𝑠⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ − соответственно плотности 

и скорости жидкой и твердой фаз, 𝜑 − пористость, 𝑝𝑒 − эффективное 

давление, 𝑝𝑡𝑜𝑡 − общее давление, 𝑝𝑓 , 𝑝𝑠 − соответственно давления 

жидкой и твердой фаз, 𝜌𝑡𝑜𝑡 − плотность двухфазной среды; 𝑘(𝜑) =
𝑘𝜑𝑛/𝜇 − коэффициент фильтрации, 𝑎1(𝜑) = 𝜑

𝑚 − коэффициент 

объемной вязкости; 𝜉1(휃) = 1/휂(휃) − коэффициент вязкости; 𝑘 − 

проницаемость твердой среды; 𝜇 − динамическая вязкость жидкости; 

𝑚, 𝑛, 𝛽𝜑 , 𝑏 − параметры твердой среды. 𝐾(𝜙) = 𝑘𝑓𝜙 + 𝑘𝑠(1 − 𝜙) − 

коэффициент теплопроводности; 𝑘𝑓 , 𝑘𝑠 − удельные теплоемкости 

жидкой и твердой фаз соответственно. Плотности жидкой и твердой фаз 

считаются постоянными. Близкие по структуре системы рассматри-

вались в работах [5–9]. 

В одномерном виде в массовых переменных Лагранжа система (1) – 

(7) принимает вид [9]. 
 
 

𝜕(1−𝜑)

𝜕𝑡 
+ (1 − 𝜑)2

𝜕𝑣𝑠

𝜕𝑥
= 0,   (8) 

     
𝜕

𝜕𝑡
(
𝜑

1−𝜑
) +

𝜕

𝜕𝑥
(𝜑(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)) = 0,   (9) 

 

𝜑(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) = −𝑘(𝜑) ((1 − 𝜑)
𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥
− 𝜌𝑓𝑔 ), (10) 

    

(1 − 𝜑)
𝜕𝑣𝑠

𝜕𝑥
= 𝑎1(𝜑)𝑝𝑒 − 𝑎2(𝜑)

𝜕𝑝𝑒

𝜕𝑡
,  (11) 

      

(1 − 𝜑)
𝜕𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
= −𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔,    (12) 
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(𝜌𝑓𝑐𝑓
𝜙

1−𝜙
+ 𝜌𝑠𝑐𝑠)

𝜕𝜃

𝜕𝑡 
= 𝐾 ((1 − 𝜙)

𝜕𝜃

𝜕𝑥 
) – 𝑐𝑓𝜌𝑓𝜙(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠)

𝜕𝜃

𝜕𝑥 
. (13) 

 

Система (8) – (13) решается в области (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 = (0,1) × (0, 𝑇), 
при краевых и начальных условиях  
 

𝑣𝑠(0, 𝑡) =  𝑣𝑠(1, 𝑡) =  𝑣𝑓(0, 𝑡) =  𝑣𝑓(1, 𝑡) = 0,
𝜕휃

𝜕𝑥
∣𝑥=0,𝑥=1= 0, 

 

휃(𝑥, 0) =  휃0(𝑥), 𝜙(𝑥, 0) = 𝜙0(𝑥). 
 

Для вязкости твердой фазы используется зависимость [10]:   
 

휂(휃) =  휂𝑟 exp(
𝑄 (1 −

휃
휃𝑟
)

𝑅 휃
), 

 

где 휂𝑟 – вязкость при температуре 휃𝑟, 𝑄 – энергия активации ползучести, 

𝑅 – универсальная газовая постоянная.  
 

Система (8) – (13) сводится к следующей начально-краевой задаче 

для отыскания пористости и температуры 
 

𝜕

𝜕𝑡
(
𝜙

1−𝜙
) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘(𝜙) ( (1 − 𝜙)

𝜕

𝜕𝑥
 (

1

𝜉1(𝜃)

𝜕𝐺(𝜙)

𝜕𝑡
) + 𝑔(𝜌𝑓 − 𝜌𝑡𝑜𝑡)) ),  (14) 

 

( (1 − 𝜙)
𝜕

𝜕𝑥
 (

1

𝜉1(𝜃)

𝜕𝐺(𝜙)

𝜕𝑡
) + 𝑔(𝜌𝑓 − 𝜌𝑡𝑜𝑡)) ∣𝑥=0,𝑥=1= 0,   (15) 

 

(𝜌𝑓𝑐𝑓
𝜙

1 − 𝜙
+ 𝜌𝑠𝑐𝑠)

𝜕휃

𝜕𝑡 
= 𝐾 ((1 − 𝜙)

𝜕휃

𝜕𝑥 
) + 

+ 𝑐𝑓𝜌𝑓𝑘(𝜙) ((1 − 𝜙)
𝜕

𝜕𝑥
(

1

𝜉1(𝜃)

𝜕𝐺(𝜙)

𝜕𝑡
+ 𝑝𝑡𝑜𝑡  ) + 𝜌𝑓𝑔  )

𝜕𝜃

𝜕𝑥 
,      (16) 

 

где граничное условие (15) следует из условий для скоростей фаз на 

границе и уравнения (10) и функция 𝐺(𝜙) определяется равенством 
 

𝜕𝐺(𝜙)

𝜕𝑡
=

1

𝑎1(𝜙)(1 − 𝜙)
. 

 

Система (14) – (16) может быть проинтегрирована численно.  
 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства 

науки и высшего образования РФ по теме «Современные методы 
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гидродинамики для задач природопользования, индустриальных систем 

и полярной механики» (номер темы: FZMW-2020-0008). 
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