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емкостной сложностью PS (= NPS). В полиномиальном 

пространстве существуют полные проблемы, к которым 

полиномиально (по времени) сводятся все проблемы данного 

класса. Если примером NP-полной проблемы служит класс 

выполнимых булевых функций, то примером PS-полной проблемы 

– класс истинных булевых функций с кванторами. 

Труднорешаемые задачи, в первую очередь NP-полные, не 

имеющие полиномиального алгоритма для нахождения опти-

мальных решений, можно “решать” с помощью приближенных 

алгоритмов, решение которых не оптимальное, а некоторое 

приближение к нему, приемлемое на практике. 
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Постановка задачи. В настоящее время залежи природных газовых 

гидратов рассматриваются как потенциальный источник  природного 

газа. Приоритетной является проблема развития технологий его извле-

чения [1]. Математические модели процессов, связанные с разработкой 

газогидратов, основаны на моделях тепловой многофазовой филь-

трации в деформируемых пористых средах с учетом фазовых переходов 

и свободных границ.  

В настоящей работе рассматриваются вопросы обоснования модель-

ной задачи движения жидкости в деформируемой пористой среде. 

Изучается следующая система дифференциальных уравнений: 

 𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝑣⃗ ∙ ∇𝜌 + 𝜌∇ ∙ 𝑣⃗ = 0,

𝜕𝑣⃗

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗ ∙ ∇)𝑣⃗ = 𝜌−1𝑑𝑖𝑣Σ, 

(1)  𝜕𝑢⃗⃗

𝜕𝑡
= (𝐼 −

𝜕𝑢⃗⃗

𝜕𝑥⃗
) 𝑣⃗,𝑚 ≅ 𝑚0 (1 −

1

2
∇ ∙ 𝑢⃗⃗), 
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𝑐𝜀 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑣⃗ ∙ ∇𝑇) + (𝛾̅𝑇0 + 𝜆̅∇ ∙ 𝑢⃗⃗) (∇ ∙

𝜕𝑢⃗⃗

𝜕𝑡
+ 𝑣⃗ ∙ ∇(∇ ∙ 𝑢⃗⃗))

+ 2𝜇̅𝜀: 𝐷 = 𝜌̅−1(Σ: 𝐷 + ∇(𝜒∇𝑇)) + 𝑟. 

 Σ = (−𝛾(𝑇 − 𝑇н) + 𝜆∇ ∙ 𝑢⃗⃗ + 2𝜇𝜀)(1 − 𝑚). 

Здесь 𝜌 =  𝜌̅(1 −𝑚) − приведенная плотность; 𝜌̅ − истинная 

плотность среды; 𝑚 − пористость среды; 𝜒 − коэффициент 

теплопроводности среды; D – тензор скоростей деформации среды; 𝜀 −
тензор Альманси, 𝑣⃗ − скорость среды; Σ − тензор напряжений среды; 

𝑢⃗⃗ − вектор перемещения твердого скелета; 𝑟 − источник тепла; 𝑇 − 

температура среды; 𝑐𝜀 − коэффициент теплоемкости; 𝑚0 − пористость 

покоящейся среды; 𝜆, 𝜇 − коэффициенты вязкости среды;  𝑇0 −

 начальная температура;𝛾 − константа; 𝛾 = 𝜌
−1
𝛾; 𝜆 = 𝜌

−1
𝜆; 𝜇 = 𝜇

−1
𝜆. 

Искомые функции 𝜌, 𝑢⃗⃗, 𝑣⃗, 𝑚, 𝑇.  

Автомодельное решение типа бегущей волны. Предполагается 

что все искомые функции зависят от одной переменной 𝜉 = 𝑥 − 𝜏𝑡, 𝑥 ∈
[−∞; 0], 𝑡 ∈ [0; 𝑡0], 𝑟 = 0. В этом случае система (1) принимает вид: 

−𝜏
𝑑𝜌

𝑑𝜁
+
𝑑

𝑑𝜉
(𝜌𝑣) = 0, −𝜏

𝑑𝑢

𝑑𝜉
= (1 −

𝑑𝑢

𝑑𝜉
) 𝑣, 

 

𝜌 (−𝜏
𝑑𝑣

𝑑𝜉
+ (𝑣

𝑑𝑣

𝑑𝜉
)) =

𝑑Σ

𝑑𝜉
, 𝜌𝑐𝜀

𝑑𝑇

𝑑𝜉
(𝑣 − 𝜏) = 𝜒

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
, (2) 

𝑚 = 𝑚0 (1 −
1

2

𝑑𝑢

𝑑𝜉
). 

 

Граничные условия имеют вид: 

𝑣(0) =  𝑣+, 𝑣(−∞) = 𝑣−, 𝑇(−∞) = 𝑇−, 𝑇(0) = 𝑇+, 
𝜌(0) = 𝜌+  𝜌(−∞) =  𝜌+ . 

(3) 

Решением задачи (2) называются непрерывные функции: 

𝜌(𝜉), 𝑢(𝜉), 𝑣(𝜉),𝑚(𝜉), 𝑇(𝜉), удовлетворяющие уравнениям (2) и 

граничным условиям (3).  

Теорема 1. Существует хотя ты одно решение задачи (2).  

Доказательство. Интегрируя первое уравнение (2), получим 𝜌(𝑣 −
𝜏) = 𝐶1 =  const. Откуда  

 𝑣 =  
𝐶1

𝜌
+ 𝜏. (4) 

Подставляя (4) во второе уравнение (2), получаем  

 𝑢𝜉 =
𝜏

𝐶1
𝜌 + 1. (5) 
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Разделив обе части четвертого уравнения (2) на 𝜒 и умножив 

полученное равенство на exp (−
𝐶1С𝜀𝜉

𝜒
). После интегрирования, получим 

представление для температуры 

 
T = 

𝜒𝐶2

𝐶1𝑐𝜀
𝑒
(−
𝐶1𝑐𝜀𝜉

𝜒
)
+𝐶3, (6) 

где С2, С3 константы интегрирования. 

Подставляя (4) в третье уравнение (2) и интегрируя, получаем  

 𝑣𝐶1 = Σ + 𝐶4, (7) 

где С4 константа интегрирования. 

Постоянные 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝜏, 𝑚
− = 𝑚(−∞),𝑚+ = 𝑚(0), 𝑢𝜉

− =
𝑑𝑢

𝑑𝜉
(0), 

𝑢𝜉
+ =

𝑑𝑢

𝑑𝜉
(∞) находятся из условий граничных условий (3):  

С1 =
(𝑣− − 𝑣+)𝜌−𝜌+

𝜌+−𝜌−
, 𝜏 =

𝑣+𝜌+ − 𝑣−𝜌−

𝜌+ − 𝜌−
, 

𝑢𝜉
− =

𝜏𝜌−

𝐶1
+ 1, 𝑢𝜉

+ =
𝜏𝜌+

𝐶1
+ 1, 

𝐶3 = 𝑇
−, 𝐶2 = (𝑇

+ − 𝑇−)
𝑐𝜀𝐶1
𝜒

 

𝑚− =
1

2
 (1 +

𝜏𝜌+

𝐶1
) ,𝑚+ =

1

2
(1 +

𝜏𝜌−

𝐶2
) 

С4 = С1𝑣
+ + (1 −𝑚+)(−𝛾(𝑇+ − 𝑇н) + 𝜆𝑢𝜉

+ + 2𝜇𝑢𝜉
+), 

С4 = С1𝑣
− + (1 −𝑚−)(−𝛾(𝑇− − 𝑇н) + 𝜆𝑢𝜉

− + 2𝜇𝑢𝜉
−). 

Из последний двух равенств следует: 

С1(𝑣
− − 𝑣+) − (1 − 𝑚−)(−𝛾(𝑇− − 𝑇н) + 𝜆𝑢𝜉

− + 2𝜇𝑢𝜉
−)

+ (1 − 𝑚+)(−𝛾(𝑇+ − 𝑇н) + 𝜆𝑢𝜉
+ + 2𝜇𝑢𝜉

+) = 0. 

Подставим (4)-(6) в (7). В результате элементарных преобразований 

получим кубическое уравнение относительно 𝜌: 

𝜌3 [
𝜏2

𝐶1
2𝑚0 (𝜇 +

1

2
𝜆)] + 𝜌2 [

𝜏

𝐶1
(𝜆 + 2𝜇) +

𝑚0𝜏𝛾

2𝐶1
(𝑇н − 𝑇)] +        

𝜌 [(1 −
𝑚0

2
) (𝛾(𝑇н − 𝑇) + (𝜆 + 2𝜇)) + 𝜏𝐶1 + 𝐶4] − 𝐶1

2 = 0. 

(8) 

Исследуем разрешимость уравнения (8). Постоянные 𝜆, 𝜇 обладают 

свойством 𝜆 +
2

3
𝜇 > 0 по [3 стр. 13]. По теореме Виета уравнение (8) 

имеет хотя бы один положительный корень. Действительно, в приве-
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денном виде свободный член отрицательный, а это возможно только 

когда существует действительный положительный корень. 

Положим: 

      𝑎 = [
𝜏2

𝐶1
2𝑚0 (𝜇 +

1

2
𝜆)] , 𝑏 =  [

𝜏

𝐶1
(𝜆 + 2𝜇) +

𝑚0𝜏𝛾

2𝐶1
(𝑇н − 𝑇)] ,           

𝑐 = [(1 −
𝑚0

2
) (𝛾(𝑇н − 𝑇) + (𝜆 + 2𝜇)) + 𝜏𝐶1 + 𝐶4] , 𝑑 = −𝐶1

2. 

Теорема 2. При условии 3𝑎𝑐 > 𝑏2решение задачи (2) единственно. 

Доказательство. Пусть задача (2) имеет два положительных 

действительных решения  𝑝 и 𝑞. В силу (8) справедливо равенство  

𝑎𝑝3 + 𝑏𝑝2 + 𝑐𝑝 + 𝑑 = 𝑎𝑞3 + 𝑏𝑞2 + 𝑐𝑞 + 𝑑 = 0. 
Тогда 

(𝑝 − 𝑞)[𝑎(𝑝2 + 𝑞𝑝 + 𝑞2) + 𝑏(𝑝 + 𝑞) + 𝑐] = 0. 
Рассмотрим квадратичную форму  

Φ(𝑥1𝑥2𝑥3) = 𝑎𝑥1
2 + 𝑎𝑥1𝑥2 + 𝑏𝑥2𝑥3 + 𝑎𝑥2

2 + 𝑏𝑥1𝑥3 + 𝑥3
2𝑐. 

В условиях теоремы, данная форма положительно определена, причем 

Φ(𝑝, 𝑞, 1) = 𝑎(𝑝2 + 𝑞𝑝 + 𝑞2) + 𝑏(𝑝 + 𝑞) + 𝑐 > 0. Следовательно 𝑝 = 𝑞. 

Работа выполнена при поддержке совместного проекта TUBITAK и 

РФФИ 20-58- 46009 СТ_а "Нагрузки на инженерные сооружения в 

морском льду". 
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