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В работе изучается следующая квазилинейная система уравнений 

составного типа: 
 

𝜕𝛷𝑠𝑖𝜌𝑖
0

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
(𝜌𝑖
0𝛷𝑠𝑖𝑢𝑖) = 0,                                         (1) 

 
𝜕(1−𝛷)𝜌3

0

𝜕𝑡
+

𝜕

𝜕𝑥
((1 − 𝛷)𝜌3

0𝑢3) = 0,                                   (2) 

𝑠𝑖𝛷(𝑢𝑖 − 𝑢3) = −𝐾0
𝑘0𝑖̅̅ ̅̅̅

𝜇𝑖
(
𝜕𝑝𝑖

𝜕𝑥
− 𝜌𝑖

0𝑔),                               (3) 

𝜕𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
= −𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔,                                                  (4) 

𝜕𝑢3

𝜕𝑥
= −𝑎1(𝛷)𝑝𝑒 − 𝑎2(𝛷) (

𝜕𝑝𝑒

𝜕𝑡
+ 𝑢3

𝜕𝑝𝑒

𝜕𝑥
),                       (5) 

ptot = 𝛷𝑝𝑓 + (1 − 𝛷)𝑝𝑠,  𝑝𝑒 = 𝑝𝑡𝑜𝑡 − 𝑝𝑓, 𝑝𝑓 = 𝑠1𝑝1 + 𝑠2𝑝2, 

𝑝2 = 𝑝1 + 𝑝𝑐(𝑠1). 
 

Данная система описывает одномерное нестационарное движение 

двухфазной смеси в деформируемой пористой среде [1].  

Здесь (x, t) – переменные Эйлера, Φ – пористость, ui⃗⃗⃗⃗ − скорость i-й фазы 

(i=1 – вода, i=2 – нефть, i=3 – твердый скелет), si – скорость и 

насыщенность фаз, K0(Φ)-тензор фильтрации,  ρi
0 – истинная плотность 

фаз,  pe – эффективное давление, ptot – общее давление, pf, ps – 

соответственно давления жидкой и твердой фаз, ρtot = (1 − Φ)ρ2
0 +

Φs1ρ1
0 +Φs2ρ2

0 – плотность среды, a1(Φ), a2(Φ) -параметры горной 

породы, k0i̅̅ ̅̅ (si) – относительные фазовые  проницаемости μi- 
коэффициент динамической вязкости, 𝑔⃗ – вектор ускорения силы 

тяжести. Плотности 𝜌𝑖
0 принимаются постоянными. Искомыми 

являются величины 𝛷, 𝑢𝑖 , 𝑝𝑖 , 𝑠𝑖 , 𝑝𝑠. 
Система (1)-(3) близка по структуре системе уравнений двухфазной 

фильтрации в упругой пористой среде [2], но отличается уравнениями 

движения твердого скелета. При известной пористости уравнения 

движения третьей фазы игнорируются и система (1)-(3) совпадает с 

классической системой Маскета-Леверетта [3,4] и ее аналогами [5,6]. 

Однофазные задачи для системы (1)-(3) (s1 = 1, s2 = 0) рассмотрены в 
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[7]. В [8,9] для (1)-(3) рассмотрена задача поршневого вытеснения 

Н.Н.Веригина в случае отсутствия капиллярного скачка. 

Получим аналитическое решение системы (1)-(3). Будем использо-

вать следующие гипотезы: 

(1) жидкости и твердый скелет несжимаемы, т.е., 𝜌𝑖
0 – const, i = 1,2,3;  

(2) ускорения силы тяжести и капиллярный скачок не равны нулю. 

В установившемся движении скорости равны нулю (𝑢𝑖 = 0,  𝑖 = 1,2,3), 

пористости и насыщенности положим постоянными (𝛷=𝛷 0,  𝑠𝑖=𝑠𝑖
0 , 

(𝛷 0, 𝑠𝑖
0) ∈ (0, 1). Тогда (1) и (2) выполняются автоматически. Из (3) 

следует, что   𝑝𝑖 = 𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖  (𝑖 = 1,2). Из (4) и (5) получим 𝑝𝑠 = 𝑝𝑡𝑜𝑡 =
𝑝𝑓 = 𝐶𝑥 + 𝐷. 

При сделанных предположениях уравнения (1)-(5) выполняются 

автоматически. Итак, стационарное решение (1)-(5) есть 

𝛷=𝛷 0, 𝑠𝑖=𝑠𝑖
0 ,  𝑢𝑖 = 0 (𝑖 = 1,2,3), 𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝑝𝑓 = 𝐶𝑥 + 𝐷,  𝑝𝑖 = 𝐴𝑖𝑥 + 𝐵𝑖 . 

Так как 𝑝2 = 𝑝1 + 𝑝𝑐 , то при данном стационарном решении функция 𝑝𝑐 
зависит от (𝑠1

0, 𝑥), иначе не выполняется (2) гипотеза и попадаем в 

случай, когда ускорения силы тяжести и капиллярный скачок равны 

нулю. Решение системы (1)-(5) ищется в окрестности стационарного 

решения в виде 
 

𝑢𝑖 = 𝑢𝑖̅,   𝑠1 = 𝑠1
0 + 𝑠1̅,    𝑠2 = 𝑠2

0 + 𝑠2̅ ,    𝑠2 = 𝑠2
0 + 𝑠2̅ ,  𝑠1

0 + 𝑠2
0=1, 

𝑝𝑖 = 𝐴𝑖x + 𝐵𝑖+ 𝑝𝑖̅ (i=1,2),  𝛷 = 𝛷 0 + 𝛷̅ (0 ≤ 𝛷 0 + 𝛷̅ ≤ 1), 
 

где функции 𝑢𝑖̅ , 𝑠𝑖̅, 𝑝𝑖̅,  𝛷̅ малы и имеют непрерывные производные. 

Функциональные параметры  𝐾𝑜(𝛷), 𝑘𝑜𝑖(𝑠𝑖),  𝑎𝑖(𝛷) (𝑖 = 1,2)   
представимы в виде 
 

  𝐾𝑜(𝛷) =  𝐾𝑜(𝛷
0) +  𝐾0

′(𝛷0)𝛷̅, 
 𝑘𝑜𝑖(𝑠𝑖) = 𝑘𝑜𝑖(𝑠𝑖

0) +  𝑘0𝑖
′ (𝑠𝑖

0)𝑠𝑖̅, 
𝑎𝑖(𝛷) = 𝑎𝑖(𝛷

0) + 𝑎𝑖
′(𝛷0)𝛷̅. 

 

Подставляя возмущенное решение в (1)-(5) и отбрасывая нелинейные 

члены, приходим к следующей линейной системе 
 

𝑠1
0 𝜕𝛷̅

𝜕𝑡
+ 𝛷0

𝜕𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑡
+ 𝛷0𝑠1

0 𝜕𝑢1̅̅ ̅̅

𝜕𝑥
= 0,                              (6) 

𝑠2
0 𝜕𝛷̅

𝜕𝑡
+ 𝛷0

𝜕𝑠2̅̅ ̅

𝜕𝑡
+ 𝛷0𝑠2

0 𝜕𝑢2̅̅ ̅̅

𝜕𝑥
= 0,                              (7) 

𝜕(1−𝛷̅) 

𝜕𝑡
+ (1 − 𝛷0)

𝜕𝑢3̅̅ ̅̅

𝜕𝑥
= 0,                                (8) 

𝑠1
0𝛷0(𝑢1̅̅ ̅ − 𝑢3̅̅ ̅) = −

𝐾0(𝛷
0)𝑘01(𝑠1

0)

𝜇1

𝜕𝑝1
𝜕𝑥

+ 
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(
𝐾0(𝛷

0)𝑘01
′ (𝑠1

0)𝑠1̅̅ ̅

𝜇1
+
𝐾0
′(𝛷0)𝑘01(𝑠1

0)𝛷̅

𝜇1
) 𝜌1

0𝑔,        (9) 

𝑠2
0𝛷0(𝑢2̅̅ ̅ − 𝑢3̅̅ ̅) = −

𝐾0(𝛷
0)𝑘02(𝑠2

0)

𝜇2

𝜕𝑝2
𝜕𝑥

+ 

(
𝐾0(𝛷

0)𝑘02
′ (𝑠2

0)𝑠2̅̅ ̅

𝜇2
+
𝐾0
′(𝛷0)𝑘02(𝑠2

0)𝛷̅

𝜇2
) 𝜌2

0𝑔,      (10) 

𝜕𝑢3̅̅ ̅̅

𝜕𝑥
= −(𝑎1(𝛷

0)+ 𝑎1
′ (𝛷0) 𝛷̅)𝑝𝑒 − 𝑎2(𝛷

0)
𝜕𝑝𝑒

𝜕𝑡
,  
𝜕𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
= −𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔. (11)  

 

Складывая уравнения (6)-(8) получим 
 

𝑢3̅̅ ̅ = 
𝑐̃(𝑡)

1−𝛷0
−

𝛷0

1−𝛷0
(𝑠1
0𝑢1̅̅ ̅ + 𝑠2

0𝑢2̅̅ ̅),                          (13) 
 

где 𝑐(𝑡)̌  – некоторая функция времени. С учетом (13) уравнения (9),(10) 

можно представить в виде 

𝑢1̅̅ ̅ = 𝑊1
𝜕𝑝1

𝜕𝑥
+𝑊2

𝜕𝑝2

𝜕𝑥
+𝑊3𝑠1̅+𝑊4𝑠2̅+𝑊5𝛷̅ +𝑊6,       (14) 

𝑢2̅̅ ̅ = 𝐿1
𝜕𝑝1

𝜕𝑥
+𝐿2

𝜕𝑝2

𝜕𝑥
+𝐿3𝑠1̅+𝐿4𝑠2̅+𝐿5𝛷̅ + 𝐿6.              (15) 

 

Используя представление для 𝑝2̅̅ ̅ вида 
 

  𝑝2̅̅ ̅ =  𝑝1̅̅̅ +  𝛼𝑠1̅ + 𝐴1𝑥 +  𝐵1,                                      (16) 
 

перепишем уравнения системы (6)-(11). 

Сложив (6) и (7) уравнения и используя представления (14), (15), (16) 

получим 
 

𝜕𝛷̅

𝜕𝑡
 + 𝛼1

𝜕2𝑝1̅̅̅̅

𝜕𝑥2
 + 𝛼2

𝜕2𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥2
 + 𝛼3 

𝜕𝑠̅1

𝜕𝑥
 + 𝛼4 

𝜕𝛷̅

𝜕𝑥
 + 𝛼5= 0.              (18) 

 

Используя (13), (14), (16) из (9) имеем 
 

𝛾1
𝜕𝑝1̅̅̅̅

𝜕𝑥
+ 𝛾2 

𝜕𝑠̅1

𝜕𝑥
 + 𝛾3𝑠1̅+ 𝛾4𝛷̅+𝛾5=0.                           (19) 

 

Подставив представление (13) из (11) уравнения, получим 
 

 𝛼6
𝜕2𝑝1̅̅̅

𝜕𝑥2
+ 𝛼7

𝜕2𝑠1̅
𝜕𝑥2

+ 𝛼8  
𝜕𝑠̅1
𝜕𝑥

+ 𝛼9  
𝜕𝛷̅

𝜕𝑥
+ 𝛼10(𝑎1(𝛷

0) + 𝑎1
′ (𝛷0)𝛷̅) ∗ 

∗ (𝑎1(𝛷
0) + 𝑎1

′ (𝛷0)𝛷̅)  (𝐶1𝑠1̅𝑥 + 𝐶2𝑥 +  𝐷1𝑠1̅ +  𝑝1̅̅̅ +  𝐵1).              (20) 
 

Из (6) уравнения имеем 
 

𝛽1
𝜕𝛷̅

𝜕𝑡
 +  𝛽2

𝜕2𝑝1̅̅̅̅

𝜕𝑥2
 +  𝛽3

𝜕2𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥2
 +  𝛽4 

𝜕𝑠̅1

𝜕𝑡
 +  𝛽5 

𝜕𝛷̅

𝜕𝑥
= 0.            (21) 

 

Систему (17)-(21) сведем к одному уравнению для  𝑠1̅̅ ̅ 
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𝜔1
𝜕4𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥4
+ 𝜔2

𝜕3𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥3
+ 𝜔3

𝜕3𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑡𝜕𝑥2
+𝜔4𝑥

𝜕3𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥3
+ 𝜔5

𝜕2𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑥2
+ 𝜔6𝑥

𝜕2𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑡𝜕𝑥
+𝜔7

𝜕2𝑠1̅̅ ̅

𝜕𝑡𝜕𝑥
+ 

+𝜔8𝑥
𝜕2𝑠1̅
𝜕𝑥2

+ 𝜔9
𝜕𝑠1̅
𝜕𝑡
+ 𝜔10 = 0. 

 

Решение будем искать в виде  𝑠1=𝜃(𝑡)𝑃(𝑥). Разделив переменные, 

получим 
 

𝜔3𝑃
′′ + 𝜔6𝑥𝑃

′ + 𝜔9𝑃

𝜔1𝑃
′′′′ + 𝑃′′′(𝜔2 + 𝜔4𝑥) + 𝑃

′′(𝜔5 +𝜔7𝑥) + 𝜔8𝑃′
= −

𝜃′

𝜃
= −𝜆, 

 

где 𝜆 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Уравнение для 𝜃(𝑡) есть элементарное уравнение 1-го 

порядка. Очевидно, для устойчивости решения по времени необходимо, 

чтобы 𝜆 < 0. Для функции P(x) имеем линейное уравнение 4-го 

порядка. Это уравнение может быть исследовано сведением к системе 

уравнений 1-го порядка. Таким образом, для нелинейной системы 

уравнений была исследована задача об устойчивости стационарного 

решения. 
 

Работа выполнена в рамках государственного задания Министерства 

науки и высшего образования РФ по теме «Современные методы 

гидродинамики для задач природопользования, индустриальных систем 

и полярной механики» (номер темы: FZMW-2020-0008). 
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УДК 519.67 

Гринкевич А.В., Оскорбин Д.Н. 

Задача об охране картинной галереи в случае 

ортогонального многоугольника на целочисленной 

решетке 

А.В. Гринкевич, Д.Н. Оскорбин 

АлтГУ, г. Барнаул 

На сегодняшний день задача об охране картинной галереи является 

одной из хорошо изученных задач в области вычислительной 

геометрии. В реальном мире она возникает как задача об охране 

художественной галереи минимальным количеством средств наблю-

дения, которые наблюдают за всей галереей. В вычислительной 

геометрии план галереи представлен в виде простого многоугольника, 

а средство наблюдения – точкой внутри него. 

Существует теорема, принадлежащая В. Хваталу, утверждающая, 

что для охраны простого многоугольника из n вершин всегда 

достаточно и иногда необходимо [
𝑛

3
] охранников. 

В данной работе изучается случай, когда план галереи представлен 

в виде ортогонального многоугольника, т.е. соседние стороны 

пересекаются под прямыми углами. Вершины многоугольника 

находятся в узлах целочисленной решетки, а стороны параллельны 

линиям сетки, т.е. план галереи – клетчатая фигура, каждая клетка – зал. 

Средство наблюдения или охранник находится в середине зала и 

ограничено в перемещении ходом ладьи, при этом не выходя за план 


