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Динамика протекания фильтрационных течений многофазной 

жидкости нелинейным образом зависит как от структурно-механи-

ческих свойств жидкости, так и свойств окружающего скелета. 

Исследование процесса течения многофазной жидкости в пористой 

среде наиболее полно проведено в предположении о локальном 

фазовом равновесии. Однако в реальных пластовых условиях сущес-

твенное влияние на процесс фильтрации имеет свойство запаздывания 

насыщенности фазы, изучение которого привело к возникновению 

теории неравновесной фильтрации. Необходимость учета данного 

явления при разработке нефтяных месторождений обсуждается во 

многих работах [1, 2]. 

В настоящей работе рассматривается модель двухфазной нера-

вновесной фильтрации с обобщенным законом неравновесности вида  
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введенным в работе [2]. Здесь s  и   – истинная и эффективная 

насыщенности,   – время замещения,   – степень неравновесности. 

Решение задачи двухфазной неравновесной фильтрации сводится к 

решению системы уравнений относительно давления, истинной и 

эффективной насыщенностей с соответствующими начальными и 

граничными условиями. 

Уравнение для определения поля давления является нелинейным 

уравнением эллиптического типа. Для его решения использован 

смешанный метод конечных элементов с элементами Brezzi-Douglas-

Marini [3]. Построен итерационный метод Пикара, на каждой итерации 

которого требуется решить систему линейных алгебраических урав-

нений с сильно разряженной, симметричной, но не положительно 

определенной матрицей. Для решения системы уравнений применен 

метод, основанный на LDLt-факторизации матрицы [4]. 

Уравнение для истинной насыщенности относится к уравнению типа 

конвекции-диффузии с преобладанием конвекции. Для решения урав-

нения применен противопотоковый метод конечных элементов [5, 6], 

суть которого заключается в добавлении в уравнение искуственной 

вязкости с параметром стабилизации, зависящим от числа Пекле. Для 

определения эффективной насыщенности используется уравнение (1), 

которое решалось стандартным методом Галеркина. 

Проведены вычислительные эксперименты для двумерной задачи с 

модельными параметрами. Дальнейшие исследования будут направ-

лены на решение задачи двухфазной неравновесной фильтрации с более 

общим законом неравновесности. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства 

образования и науки Республики Казахстан (ИРН АР08053189). 
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Симметрические лоренцевы многообразия порядка k являются 

обобщением симметрических многообразий, классифицированных 

Кахеном и Уоллахом в работе [4]. Симметрические лоренцевы 

многообразия порядков 2 и 3 изучены в работах Галаева, Алексеевского, 

Сеновиллы, см. подробнее в [1, 2, 3]. И в данной работе изучаются 

конформно-киллинговы поля на лоренцевых симметрических 

эйнштейновых многообразия.х в размерности 4.   

Лемма 1. Существует система координат (V, X, Y, U), в которой метрику 

четырехмерного симметрического неразложимого лоренцева эйнштейнова 

многообразия M можно записать в виде [4]: 

𝒅𝒔𝟐 = 𝒅𝑼𝒅𝑽 + 𝒅𝑿𝟐 + 𝒅𝒀𝟐 + (𝒂(𝑿𝟐 − 𝒀𝟐) + 𝟐𝒃𝑿𝒀)𝒅𝑼𝟐 

Векторное поле K на многообразии М называется конформно-

киллинговым, если 𝐿𝐾𝑔 = f(𝜌)𝑔, где 𝐿𝐾𝑔 производная Ли метрического 

тензора вдоль поля K. 

Рассматривая уравнение на конформно-киллингово поле в системе 

координат леммы 1, получаем теорему: 

Теорема 1. Если K – конформно киллингово векторное поле на 

неразложимом эйнштейновом симметрическом четырехмерном лорен-

цевом многообразии M, то есть выполняется условие 𝐿𝐾𝑔 = f(𝜌)𝑔, f(ρ) – 

ограниченная гладкая функция на многообразии M, то функция f(ρ) 

является константой.  


