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Мёбиуса. 
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Рассмотрим лист Мёбиуса M со стандартной плоской евклидовой 

метрикой. M = [0,π]×[–1,+1]: 0 ≤φ≤ π; –1≤p≤+1; с отождествлением по 

изометрии (0,p)≡(π, -p). Границу ∂M будем отождествлять с 

окружностью, параметризованной углом ψ, 0 ≤ ψ ≤ 2π. Метрика на M 

локально евклидова, поэтому дифференциальный оператор Лапласа 

можно представить в виде ∆ = ∂2/∂φ2+∂2/∂p2.  

Будем решать на многообразии M задачу Дирихле: найти такую 

функцию u =u(φ,p), что ∆u=0; u(φ,+1)=f(φ); u(φ, –1)=f(φ+ π).  

Обозначим через f+ и f – чётную и нечётную части граничных 

условий:  

f+(φ) = [f(φ)+ f(φ+ π)]/2 = f+(φ+ π); f – (φ) = [f(φ) – f(φ+ π)]/2 = – f –(φ+ π); 

эти функции разлагаются в ряды Фурье следующим образом: 

 

          f+(φ) = a0 + ∑ [a2m cos 2mφ + b2m sin 2mφ];                              (1) 

         f –(φ) = ∑ [a2m+1 cos (2m+1)φ + b2m+1 sin (2m+1)φ].                    (2)  
                                             

Здесь и далее все суммирования производятся от m=1 до ∞.  

Решение u+(φ,p) задачи Дирихле с чётными граничными условиями 

f+(φ) ищем в виде суперпозиций u+(φ,p) = A+(φ)·B+(p). В уравнении ∆u+=0 

переменные разделяются: ∂2 A+/∂ φ2 + λ2 A+=0; ∂2 B+/∂ p2 = λ2 B+.  
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Из чётности f+ и её 2π-периодичности следует, что λ=±2m – целое 

чётное число. Тогда u+(φ,p) представляется в виде сумм произведений:  

A2m(φ)=C2m cos 2mφ + D2m sin 2mφ;   B2m(p)=exp(2mp)+exp(–2mp), 

и с точностью до множителей [exp(2m) + exp(–2m)] постоянные C2m и 

D2m совпадают с коэффициентами Фурье в (1), и  

u+(φ,p) = ∑ A2m(φ)·B2m(p). 

Аналогично конструируется и решение задачи Дирихле с нечётными 

начальными данными: u–(φ,p) = ∑ A2m+1(φ) · B2m+1(p). Здесь  

A2m+1(φ)= C2m+1 cos(2m+1)φ+D2m+1 sin(2m+1)φ, 

B2m+1(p)=exp((2m+1)p) – exp(–(2m+1)p), 

и постоянные C2m+1, D2m+1 с точностью до множителей  

[exp(2m+1)–exp(–2m–1)] 

совпадают с коэффициентами Фурье в (2). 

Теорема. Для любых граничных условий f(ψ), совпадающих со своим 

рядом Фурье, задача Дирихле для листа Мёбиуса имеет решение. 

В классической задаче Дирихле для областей в евклидовых 

пространствах известен Принцип Максимума: максимум и минимум 

гармонической функции достигается на границе, см., например [1].  

В рассматриваемом нами варианте такой задачи это утверждение 

нами пока не установлено, поэтому вопросы единственности решения и 

его непрерывной зависимости от граничных условий остаются пока 

открытыми. 
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