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Пусть (M; g) – (псевдо) риманово многообразие размерности n. 

Определим полусимметрическую связность формулой: 

∇𝑋𝑌 = ∇𝑋
𝑔
𝑌 + 𝑔(𝑋, 𝑌)𝑉 − 𝑔(𝑉, 𝑌)𝑋,  (1) 

где ∇𝑔 – связность Леви-Чивиты. 

Замечание. Полусимметрическая связность впервые была открыта 

Э. Картаном и изучалась в работах многих математиков [1-8]. Данную 

связность также называют связностью с векторным кручением.  

Определим тензор кривизныR и тензор Риччи r риманова 

многообразия (M,  g), используя полусимметрическую связность, 

формулами: 

𝑅(𝑋, 𝑌)𝑍 = 𝑌𝑋𝑍 − 𝑋𝑌𝑍 + [𝑋,𝑌]𝑍, 

где [·;·] – скобка Ли векторных полей; 

𝑟 = 𝑡𝑟(𝑈 → 𝑅(𝑋, 𝑈)𝑌). 
Тензор Риччи полусимметрической связности, вообще говоря, не 

является симметрическим, поэтому вместо тензора Риччи в уравнении 

Эйнштейна 𝑟 =  𝛬𝑔,   рассмотрим его симметрическую часть, то есть 

будем решать задачу 

𝑟𝑖𝑗 + 𝑟𝑗𝑖 = 𝛬𝑔𝑖𝑗.   (2) 
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Пусть M = G – трехмерная группа с левоинвариантной римановой 

метрикой Ли; LG — алгебра Ли группы Ли G. Зафиксируем базис 

{𝑒1, … , 𝑒𝑛} в алгебре LG и положим [𝑒𝑖 , 𝑒𝑗] = 𝑐𝑖𝑗
𝑘 𝑒𝑘, где 𝑐𝑖𝑗

𝑘  – структурные 

константы алгебры Ли. Тогда символы Кристоффеля связности Леви-

Чивиты ∇𝑔 выражаются через структурные константы и компоненты 

метрического тензора:  

(Г𝑔)𝑖𝑗
𝑘 =

1

2
𝑔𝑘𝑠(𝑐𝑖𝑗𝑠 − 𝑐𝑗𝑠𝑖 + 𝑐𝑠𝑖𝑗). 

Пусть 𝑉 ∈ 𝐿𝐺, тогда символы Кристоффеля связности ∇ с 

векторным кручением (1) задаются равенством: 

Г𝑖𝑗
𝑘 = (Г𝑔)𝑖𝑗

𝑘 + 𝑔𝑖𝑗𝑉
𝑘 − 𝑉𝑠𝑔𝑠𝑗𝛿

𝑘. 

Компоненты тензора кривизны R и тензора Риччи 𝑟 можно 

вычислить с помощью следующих формул: 

𝑅𝑖𝑗𝑘𝑠 = (Г𝑖𝑗
𝑙 Г𝑗𝑙

𝑝
− Г𝑗𝑘

𝑙 Г𝑖𝑙
𝑝
+ 𝑐𝑖𝑗

𝑙 Г𝑙𝑘
𝑝
)𝑔𝑝𝑠. 

𝑟𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑠𝑔
𝑗𝑠. 

Теорема 1 [6]. Пусть (G,g) – трехмерная группа Ли с 

левоинвариантной римановой метрикой. Тогда 

1) если G унимодулярная, то в алгебре Ли U группы G существует 

ортонормированный базис {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 } такой, что метрическая алгебра 

Ли группы G имеет вид: 
[𝑒1, 𝑒2] = 𝜆3𝑒3, [𝑒3, 𝑒1] = 𝜆2𝑒2, [𝑒2, 𝑒3] = 𝜆1𝑒1, 

2) если G не унимодулярная, то в алгебре Ли NU группы G 

существует ортонормированный базис {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 } такой, что 

метрическая алгебра Ли группы G имеет вид: 
[𝑒1, 𝑒2] = 𝛼𝑒2 + 𝛽𝑒3, [𝑒1, 𝑒3] = 𝛾𝑒2 + 𝛿𝑒3, где 𝛼 + 𝛿 = 2. 

Пусть G – трехмерная унимодулярная группа Ли. Фиксируем в 

алгебре Ли группы G ортонормированный базис теоремы 1, определим 

компоненты тензора Риччи и сформируем систему уравнений (3).  

2𝜆3𝜆2 − 𝜆3
2 − 𝜆2

2 + 𝜆1
2 − 2(𝑉3)2 − 2(𝑉2)2 = 𝛬, 

−𝜆3
2 + 2𝜆3𝜆1 + 𝜆2

2 − 𝜆1
2 − 2(𝑉3)2 − 2(𝑉1)2 = 𝛬, 

−𝜆2
2 + 2𝜆2𝜆1 + 𝜆3

2 − 𝜆1
2 − 2(𝑉2)2 − 2(𝑉1)2 = 𝛬,     (3) 

−𝑉3𝜆2 + 𝑉
3𝜆1 + 2𝑉

1𝑉2 = 0, 

𝜆3𝑉
2 − 𝑉2𝜆1 + 2𝑉

1𝑉3 = 0, 

−𝜆3𝑉
1 + 𝑉1𝜆2 + 2𝑉

2𝑉3 = 0. 

Данная система равенств имеет следующие три решения: 

1. 𝜆1 = 𝜆2 =
𝜆3
2+𝑉3

2

𝜆3
, 𝜆3 ∈ 𝑅\{0}, 𝑉 = {0,0, 𝑉3},Λ = 𝜆3

2. 

2. 𝜆1 =
(𝜆3±√𝜆3

2−4𝑉1
2)

2
, 𝜆2 = 𝜆3, 𝑉 = {𝑉1, 0,0}, 𝑉1

2 ≤
𝜆3
2

4
, 

Λ = 𝜆1𝜆3 − 𝑉1
2. 



 64 

3. 𝜆1 = 𝜆3 ∈ 𝑅, 𝜆2 =
(𝜆3±√𝜆3

2−4𝑉2
2)

2
, 𝑉 = {0, 𝑉2, 0}, 𝑉2

2 <
𝜆3
2

4
,  

Λ = 𝜆2𝜆3 − 𝑉2
2. 

Пусть теперь G – трехмерная не унимодулярная группа Ли. 

Фиксируем в алгебре Ли группы G ортонормированный базис теоремы 

1, определим компоненты тензора Риччи и сформируем систему 

уравнений (4).  

−2𝛼2 − 2𝛼𝑉1 − 𝛽2 − 2𝛽𝛿 − 𝛿2 − 2(𝑉3)2 − 2𝛾2 − 2𝛾𝑉1 − 2(𝑉2)2 = 𝛬, 

−2𝛼2 − 4𝛼𝑉1 − 𝛽2 + 𝛿2 − 2(𝑉3)2 − 2𝛼𝛾 − 2𝛾𝑉1 − 2(𝑉1)2 = 𝛬, 

−𝛿2 − 2𝛾2 − 4𝛾𝑉1 + 𝛽2 − 2(𝑉2)2 − 2𝛼𝛾 − 2𝛼𝑉1 − 2(𝑉1)2 = 𝛬, 

𝑉3𝛿 + 2𝑉1𝑉2 + 𝑉2𝛼 = 0,                                                                          (4) 

𝛽𝛿𝑉2 + 2𝑉1𝑉3 + 𝑉3𝛾 = 0, 

−2𝛼𝛿 − 2𝛽𝛾 − 𝛽𝑉1 − 𝑉1𝛿 + 2𝑉2𝑉3 = 0. 

Данная система равенств имеет следующие три решения: 

1. 𝛼 = −𝛾 + 2, 𝛽 = 𝛿 = ±√−𝛾2 + 2𝛾, 𝑉 = {−2,0,0}, 𝛾 ∈ (0,2),

Λ = 0. 

2. 𝛼 = 1, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝛾 = 1, 𝛿 = −𝛽,Λ = −4, 𝑉 = {0,0,0}. 

3. 𝛼 = 1, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝛾 = 1, 𝛿 = −𝛽,Λ = 0, 𝑉 = {−1,0,0}. 

Отметим, что во втором решении векторное поле V, определяющее 

полусимметрическую связность, тривиально. И значит, ∇= ∇𝑔. Таким 

образом, справедлива 

Теорема 2.Пусть (G; g; ) – трехмерная группа Ли с 

левоинвариантной римановой метрикой g и полусимметрической 

связностью , удовлетворяющая уравнению 𝑟𝑖𝑗 + 𝑟𝑗𝑖 = 𝛬𝑔𝑖𝑗. Тогда 

1) если группа Ли G унимодулярна, то ее алгебра Ли изоморфна so(3) 

или e(2), а структурные константы ее алгебры Ли и координаты 

векторного поля V входят в список решений 1–3 системы уравнений 

(3); 

2) если группа Ли G не унимодулярна, то структурные константы 

ее алгебры Ли и координаты векторного поля V входят в список 

решений 1–3 системы уравнений (4). 
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Достаточно сложные неравенства, например предлагаемые для 

доказательства на математических соревнованиях различного уровня, 

решаются при помощи сочетания нескольких разных идей, в том числе 

и геометрических [1-2]. 

Далее рассматриваются два приема доказательства неравенств, 

основанные на соображении выпуклости функций. 


