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В статье доказывается, что для произвольного неравнобедренного 

треугольника 𝐴𝐵𝐶 треугольник 𝐻𝐼𝐺 является тупоугольным. 
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Пусть 𝐼 – инцентр, 𝑂 – центр описанной окружности, 𝐺 – центр 

тяжести некоторого треугольника 𝐴𝐵𝐶. В работе [1] показано, что 

∠𝐼𝐺𝑂 >
𝜋

2
 в произвольном треугольнике 𝐴𝐵𝐶, т.е. △ 𝑂𝐼𝐺 – 

тупоугольный. 

В настоящей работе показано, что треугольник 𝐻𝐼𝐺 также 

тупоугольный. В качестве следствия из равенства ∠𝐼𝐺𝑂 = ∠𝐻𝐼𝐺 +
∠𝐼𝐺𝐻  вытекает, что △𝑂𝐼𝐺 – тупоугольный. 

Теорема. Пусть 𝐴𝐵𝐶 – неравнобедренный треугольник, 𝐼 – инцентр, 𝑂 – 

центр описанной окружности, 𝐺 – центр тяжести, 𝐻 – ортоцентр 

треугольника 𝐴𝐵𝐶, 𝑎, 𝑏, 𝑐 – длины его сторон. Тогда ∠𝐻𝐼𝐺 >
𝜋

2
. 

Доказательство. 

 
Рисунок 1 – Треугольники, фигурирующие в теореме 

 

Проверим, что 𝐻𝐼2 + 𝐼𝐺2 < 𝐻𝐺2. Заметим, что: 
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𝐻𝐼2 = 2(2𝑅2 + 𝑟2) −
1

2
 (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) = 4𝑅2 + 2𝑟2 − (𝑝2 − 𝑟2 − 4𝑅𝑟), 

𝐼𝐺2 =
1

9
(𝑝2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟), 

𝐻𝐺2 = 4𝑂𝐺2 = 4𝑅2 −
4

9
 (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) = 4𝑅2 −

8

9
 (𝑝2 − 𝑟2 − 4𝑅𝑟). 

Подставим полученные выражения в неравенство 𝐻𝐼2 + 𝐼𝐺2 < 𝐻𝐺2. 

Получим цепочку равносильных неравенств, каждое из которых 

равносильно неравенству 𝐻𝐼2 + 𝐼𝐺2 < 𝐻𝐺2: 

4𝑅2 + 2𝑟2 −
4

9
(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2) +

1

9
(𝑝2 + 5𝑟2 − 16𝑅𝑟) < 

 4𝑅2 −
8

9
 (𝑝2 − 𝑟2 − 4𝑅𝑟); 

2𝑟 + 𝑟 + 4𝑅 +
1

9
(5𝑟 − 16𝑅) <

8

9
𝑟 +

32

9
𝑅; 

3𝑟 −
𝑟

3
<

4

3
𝑅;       2𝑟 < 𝑅. 

Окончательно получаем, что неравенство 𝐻𝐼2 + 𝐼𝐺2 < 𝐻𝐺2 

равносильно неравенству Эйлера: 2𝑟 < 𝑅, справедливому во всяком 

неравнобедренном треугольнике. 

Теорема доказана. 

Отметим также, что, используя результаты работы [1], можно 

показать справедливость следующей формулы для нахождения 

площади треугольника 𝐼𝑂𝐺: 

𝑆△𝐼𝑂𝐺 =
|(𝑎 − 𝑏)||(𝑏 − 𝑐)||(𝑐 − 𝑎)|

24𝑟
, 

доказанной ранее в [2]. Впрочем, используя эту формулу, можно 

получить формулу площади треугольника 𝐼𝑂𝐺, полученную в работе 

[1], используя задачу 10.36 из книги [3]. 
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