
 80 

2. 
𝑎3

𝑏𝑐
+

𝑏3

𝑐𝑎
+

𝑐3

𝑎𝑏
≥ 𝑎 + 𝑏 + 𝑐. 

3. Если 
1

𝑎
+

1

𝑏
+

1

𝑐
= 1, то (𝑎 + 1)(𝑏 + 1)(𝑐 + 1) ≥ 64. 

4. Если 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + (𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 ≤ 4, то  

𝑎𝑏 + 1

(𝑎 + 𝑏)2
+
𝑏𝑐 + 1

(𝑏 + 𝑐)2
+
𝑐𝑎 + 1

(𝑐 + 𝑎)2
≥ 3 

5. Если abcd = 1, то a4b + b4c + c4d + d4aa + b + c + d. 

6. Докажите, что для неотрицательных a, b, c выполнено 

неравенство (ab+ac+bc)3  27a2b2c2. 
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В последние десятилетия дифференциальные уравнения, 

содержащие дробные производные, стали представлять повышенный 

интерес во многих областях физики, механики, прикладной 

математики, математической биологии [1–2]. Это связано с тем, что 

интегро-дифференциальные операторы по времени и пространст-

венным переменным описывают степенную долгосрочную память и 

пространственную нелокальность сложных сред и процессов. Одним из 

важных примеров применения уравнений данного типа являются 

уравнения, описывающие течение многофазной жидкости в 

сильнопористых трещиноватых пластах с фрактальной геометрией 

скважин [3]. Несмотря на большое количество научных публикаций в 

области дробных дифференциальных уравнений и на достаточно 

высокий уровень развития численных методов решения 

дифференциальных уравнений, теория численного решения уравнений 

с дробными производными еще далека от полноты [4–5]. Поэтому 

работы, направленные на разработку эффективных методов численного 

решения дробных дифференциальных уравнений и построение 

вычислительных схем высокого порядка с их теоретическим 

обоснованием, несомненно внесут вклад на развитие данного 

направления.  

В области 𝛺 = [0,1] × [0,1] изменения аргументов (𝑥, 𝑡) рассмотрим 

следующию задачу:  
𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑓(𝑥, 𝑡),  0 < 𝛼 ≤ 1 (1) 

где 0 ≤ 𝑐1 ≤ 𝑘(𝑥, 𝑡), |𝑟(𝑥, 𝑡)| ≤ 𝑐2, c начальными и граничными 

условиями: 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙1(𝑡), 
𝜕𝑢

𝜕𝑡
(𝑥, 0) = 𝜙2(𝑡), (2) 

𝑢(0, 𝑡) =  𝑢(1, 𝑡) = 0. (3) 

Для решения задачи (1)–(3) применим метод конечных разностей. 

Построим монотонную схему второго порядка точности, содержащую 

односторонние производные, учитывающие знак 𝑟(𝑥, 𝑡). Для этого 

рассмотрим вместо уравнения (1) следующее уравнение с 

возмущенными коэффициентами: 

𝜕0𝑡
𝛼 𝑢 = −𝑟𝑢𝑥 + 𝜒(𝑘𝑢𝑥)𝑥 + 𝑓(𝑥, 𝑡), (4) 

где 𝜒 =
1

1+𝑅
, 𝑅 =

0.5ℎ|𝑟|

𝑘
 – разностное число Рейнольдса. 

На равномерной сетке 𝜔ℎ𝜏 дифференциальной задаче (1)–(3) 

поставим в соответствие разностную схему порядка аппроксимации 

𝑂(ℎ2 + 𝜏2), 0 < ℎ < 1: 
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𝛥0𝑡𝑗+𝜎
𝛼 𝑦 = 𝑏𝑖

−𝑗
𝑎𝑖
𝑗
𝑦�̄�,𝑖
(𝜎) + 𝑏𝑖

+𝑗
𝑎𝑖+1
𝑗
𝑦𝑥,𝑖
(𝜎) + 𝜒𝑖

𝑗
(𝑎𝑖

𝑗
𝑦�̄�
(𝜎))

𝑥,𝑖
+ 𝜙𝑖

𝑗
, 

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝜔ℎ,𝑡 
(5) 

𝑦0
(𝜎) = 0, 𝑥 = 0, 𝑥 = 1,  (6) 

где 

𝛥0𝑡𝑗+𝜎
𝛼 𝑦 =

𝜏1−𝛼

𝛤(2 − 𝛼)
∑𝑐𝑗−𝑠

(𝛼,𝜎)

𝑗

𝑠=0

𝑦𝑡
𝑠  

– дискретный аналог дробной производной Капуто порядка 𝛼, где 0 <
𝛼 ≤ 1 [6]. 

𝑎0
(𝛼,𝜎) = 𝜎1−𝛼, 𝑎𝑙

(𝛼,𝜎) = (𝑙 + 𝜎)1−𝛼 − (𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛼, 𝑙 ≥ 1, 

𝑏𝑙
(𝛼,𝜎) =

1

2−𝛼
[(𝑙 + 𝜎)2−𝛼 − (𝑙 − 1 + 𝜎)2−𝛼] −

1

2
[(𝑙 + 𝜎)1−𝛼 −

(𝑙 − 1 + 𝜎)1−𝛼], 𝑙 ≥ 1, 

𝑗 = 0, 𝑐0
(𝛼,𝜎) = 𝑎0

(𝛼,𝜎)
 

𝑗 > 0, 𝑐𝑠
(𝛼,𝜎) = {

𝑎0
(𝛼,𝜎) + 𝑏1

(𝛼,𝜎), 𝑠 = 0

𝑎𝑠
(𝛼,𝜎) + 𝑏𝑠+1

(𝛼,𝜎) − 𝑏𝑠
(𝛼,𝜎), 1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑗 − 1

𝑎𝑗
(𝛼,𝜎) − 𝑏𝑗

(𝛼,𝜎), 𝑠 = 𝑗

 

𝑎𝑖
𝑗
= 𝑘(𝑥𝑖−0.5, 𝑡

𝑗+𝜎), 𝑏𝑖
𝑗
=

𝑟(𝑥,𝑡𝑗+𝜎)

𝑘(𝑥𝑖,𝑡
𝑗+𝜎)

, 𝜙𝑖
𝑗
= 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑡

𝑗+𝜎), 𝜎 = 1 −
𝛼

2
, 

𝑐𝑠
(𝛼,𝜎) >

1−𝛼

2
(𝑠 + 𝜎)−𝛼 > 0, 

𝑦(𝜎) = 𝜎𝑦𝑗+1 + (1 − 𝜎)𝑦𝑗, 𝑑𝑖
𝑗
= 𝑑(𝑥𝑖 , 𝑡

𝑗+𝜎). 

Заметим, что с3 =
1

1+
0,5с1
с2

< 𝜒 < 1. 

Задача 1. В области 𝛺 = [0,1] × [0,1] изменения аргументов (𝑥, 𝑡) 
рассмотрим задачу:  

𝜕𝛼𝑢

𝜕𝑡𝛼
= 𝑟(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑘(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥
) + 𝑓(𝑥, 𝑡),  0 < 𝛼 ≤ 1 (7) 

где 𝑟(𝑥, 𝑡) = 𝑘(𝑥, 𝑡) = 1, c начальным и граничными условиями 

𝑢(𝑥, 0) = 0, (8) 

𝑢(0, 𝑡) =  𝑢(1, 𝑡) = 0, (9) 

и правой частью  

𝑓(𝑥, 𝑡) =
2𝑥2𝑡2−𝛼(1−𝑥)

Г(1−𝛼)(𝛼−2)(𝛼−1)
− 𝑡2(2 − 4𝑥 − 3𝑥2).  

Точное решение задачи (7)–(9) имеет вид:  

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡2𝑥2(1 − 𝑥). (10) 

Определим следующую неявную разностную схему для 

приближенного решения задачи (7)–(9): 
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1

𝜏𝛼Г(2 − 𝛼)
∑𝑏𝑗

𝛼(𝑢𝑖
𝑛+1−𝑗

− 𝑢𝑖
𝑛−𝑗

)

𝑛

𝑗=0

− 𝑟𝑖
𝑛
𝑢𝑖+1
𝑛+1 − 𝑢𝑖−1

𝑛+1

2ℎ

−

𝑘
𝑖+
1
2

𝑛 (𝑢𝑖+1
𝑛+1 − 𝑢𝑖

𝑛+1) − 𝑘
𝑖−
1
2

𝑛 (𝑢𝑖
𝑛+1 − 𝑢𝑖−1

𝑛+1)

ℎ2
= 𝑓𝑖

𝑛 

В итоге получим: 

𝑢𝑖−1
𝑛+1 [

𝑘
𝑖−
1
2

𝑛

ℎ2
−

𝑟𝑖
𝑛

2ℎ
] − 𝑢𝑖

𝑛+1 [
𝑏0
𝛼

𝜏𝛼Г(2−𝛼)
+

𝑘
𝑖+
1
2

𝑛 +𝑘
𝑖−
1
2

𝑛

ℎ2
] + 𝑢𝑖+1

𝑛+1 [
𝑘
𝑖+
1
2

𝑛

ℎ2
+

𝑟𝑖
𝑛

2ℎ
] =

−
𝑏0
𝛼

𝜏𝛼Г(2−𝛼)
𝑢𝑖
𝑛 −

1

𝜏𝛼Г(2−𝛼)
∑ 𝑏𝑗

𝛼(𝑢𝑖
𝑛+1−𝑗

− 𝑢𝑖
𝑛−𝑗

)𝑛
𝑗=1 + 𝑓𝑖

𝑛. 

Вычисления проводились для показателя дробной производной 𝛼 =
1,85. Шаг по пространственной переменной варьировался в диапазоне 

от 0,01 до 0,0001. Шаг по времени выбран фиксированным, ℎ𝑡 = 1 ⋅
10−4. Вычисления проводились до достижения временного слоя 𝑛 =
3000, что соответствует значению времени 𝑇 = 1. На рисунке 1 

приведено численное решение задачи 1, для различных значений 

временного слоя 𝑛. 

Работа выполнена при поддержке грантового финансирования 

научно-технических программ и проектов Министерства науки и 

образования Республики Казахстан, ИРН АР08053189, 2020–2022 годы. 

 
Таблица 1 – Погрешность решения задачи 1 

Временной слой 𝑛 Погрешность  

1 1.48148037e-9 

100 2.41794745e-7 

1000 2.78090645e-6 

3000 8.66918254e-6 
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Рисунок 1 – Решение задачи 1 
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