
 85 

УДК 517.95  

Ахмерова И.Г. 

Разрешимость задачи протекания для уравнений 

движения двух взаимопроникающих жидкостей 

И.Г. Ахмерова 

АлтГУ, г. Барнаул 

В статье излагается результат о разрешимости «в малом» по времени 

задачи о нестационарном неизотермическом одномерном движении 

двухфазной смеси вязких несжимаемых жидкостей при неоднородных 

граничных условиях. 
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Рассматривается одномерное неизотермическое движение 

двухфазной смеси вязких несжимаемых жидкостей с неоднородными 

граничными условиями (гипотеза Х.А. Рахматулина [1], [2]). Уравнения 

неразрывности и импульса для каждой из фаз (i=1,2) имеют вид [1], [2]: 
𝜕𝜌𝑖
𝜕𝑡

+
𝜕(𝜌𝑖𝑣𝑖)

𝜕𝑥
= 0, 𝜌𝑖 (

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑖
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥
) =

𝜕𝜎𝑖
𝜕𝑥

+ 𝐹𝑖 , 

  ∑𝑐𝑖𝜌𝑖
0𝑠𝑖 (

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝜒
𝜕𝜃

𝜕𝑥
) .

2

𝑖=1

 

Здесь 𝑣𝑖 – скорость соответствующей фазы; 𝜌𝑖  – приведенная 

плотность, связанная с истинной плотностью 𝜌𝑖
0 и объемной 

концентрацией 𝑠𝑖 соотношением 𝜌𝑖 = 𝜌𝑖
0𝑠𝑖; 𝜃 – абсолютная температура 

среды (𝜃1 = 𝜃2 = 𝜃). Условие 𝑠1 + 𝑠2 = 1 является следствием 

определения 𝜌𝑖. Для тензора напряжений фазы 𝜎𝑖 принимается аналог 

гипотезы Стокса [3]: 𝜎𝑖 = −𝑠𝑖𝑝𝑖 + 𝑠𝑖𝜇𝑖
𝜕𝑣𝑖

𝜕𝑥
, где 𝑝𝑖  – давление i-ой фазы, 

𝜇𝑖 – коэффициент динамической вязкости фазы, 𝑐𝑖 – теплоемкость i-ой 

фазы при постоянном объеме. Постулируется, что силы 𝐹𝑖 имеют вид 

[2], [3]: 𝐹𝑖 = 𝑝𝑖
𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑖 + 𝜌𝑖𝑔, где 𝜑𝑖 = 𝐾(𝑣2 − 𝑣1), 𝜑2 = −𝜑1, K – 

коэффициент взаимодействия фаз, 𝑔 – ускорение силы тяжести, 𝜒 – 

коэффициент теплопроводности смеси. Условие 𝜌𝑖
0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 приводит к 

замкнутой системе уравнений для 𝑠𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡) и 𝑝𝑖(𝑥, 𝑡) в 

области 𝑄𝑇 = {𝑥|0 < 𝑥 < 1} × (0, 𝑇). 
𝜕𝑠𝑖

𝜕𝑡
+

𝜕(𝑠𝑖𝑣𝑖)

𝜕𝑥
= 0,   𝑖 = 1,2, (1) 
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𝜌𝑖
0𝑠𝑖 (

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑖
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥
) −

𝜕

𝜕𝑥
(𝜇𝑖𝑠𝑖

𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥
) = −𝑠𝑖

𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑥

+ 𝜑𝑖 + 𝜌𝑖
0𝑠𝑖𝑔, (2) 

𝑠1 + 𝑠2 = 1,   𝜑𝑖 = 𝐾(𝑣2 − 𝑣1),  𝜑2 = −𝜑1,  𝑝1 − 𝑝2 =
(𝑠1, 𝜃), 

(3) 

∑𝑐𝑖𝜌𝑖
0𝑠𝑖 (

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ 𝑣𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) =

𝜕

𝜕𝑥
(𝜒
𝜕𝜃

𝜕𝑥
) .

2

𝑖=1

 (4) 

Здесь 𝜌𝑖
0, 𝜇𝑖, 𝑐𝑖 – заданные положительные постоянные, 𝐾(𝑠1), 𝜒(𝑠1), 

𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃) – заданные функции [2]. 

Система (1)–(4) дополняется начально-краевыми условиями: 

𝑣𝑖|𝑥=0 = 𝑎𝑖(𝑡),  𝑣𝑖|𝑥=1 = 𝑏𝑖(𝑡),  𝑣𝑖|𝑡=0 = 𝑣𝑖
0(𝑥),  𝑠1|𝑡=0 = 𝑠1

0(𝑥),   
𝜕𝜃

𝜕𝑥
|𝑥=0 = 𝜃1(𝑡),

𝜕𝜃

𝜕𝑥
|𝑥=1 = 𝜃2(𝑡),

𝜕𝜃

𝜕𝑥
|𝑡=0 = 𝜃

0(𝑥). 
(5) 

Для данной системы рассматривается два варианта граничных 

условий: 𝑎𝑖(𝑡) = 𝑏𝑖(𝑡) = 𝑎(𝑡) и 𝑣1|𝑥=0 = 𝑎1(𝑡),   𝑣1|𝑥=1 = 𝑏1(𝑡),
𝑣2|𝑥=0,𝑥=1 = 0. Заметим, что из уравнений (1) с учетом равенства 𝑠1 +

𝑠2 = 1 вытекает соотношение 𝑠1𝑣1 + 𝑠2𝑣2 = ℎ(𝑡), справедливое для 

произвольной функции ℎ(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇]. В первом варианте граничных 

условий функция ℎ(𝑡) = 𝑎(𝑡), т.е. предполагается известной, а во 

втором варианте ℎ(𝑡) = 𝑠(0, 𝑡)𝑎1(𝑡) и является неизвестной функцией. 

Дополнительное условие для однозначного определения 𝑝1(𝑥, 𝑡): 

∫𝑝1(𝑥, 𝑡) = 0

1

0

. 

 

(6) 

Относительно функций 𝑠0(𝑥),  𝜃0(𝑥) предполагается выполнение 

неравенств следующего вида: 

0 < 𝑚0 ≤ 𝑠0(𝑥) ≤ 𝑀0 < 1, 0 < 𝑘1
−1 ≤ 𝜃0(𝑥) ≤ 𝑘1 < ∞   (7) 

для всех 𝑥 ∈ [0,1] и при фиксированных постоянных 𝑚0, 𝑀0, 𝑘1. 
Вопросы разрешимости задач с однородными граничными 

условиями для близких по структуре моделей рассматривались в [4–7]. 

Результат данной статьи частично изложен в [8]. 

Определение 1. Обобщенным решением задачи (1)–(6) называется 

совокупность функций (𝑠𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡), 𝑝𝑖(𝑥, 𝑡)), 𝑖 = 1,2,  из 

пространств:  

(𝑠𝑖(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇;𝑊2
1(Ω)), (𝑣𝑖, 𝜃) ∈  𝐿∞(0, 𝑇;𝑊2

1(Ω)) ∩

𝐿2(0, 𝑇;𝑊2
2(Ω)), 𝑝𝑖 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇;𝑊2

1(Ω)), 

(
𝜕𝑠𝑖
𝜕𝑡
,
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑡
,
𝜕𝜃

𝜕𝑡
,
𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑥
) ∈ 𝐿2(𝑄𝑇), Ω = (0,1), 𝑄𝑇 = Ω × (0, T), 
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удовлетворяющих уравнениям (1)–(4) и неравенствам 0 < 𝑠(𝑥, 𝑡) < 1, 
0 < 𝜃(𝑥, 𝑡) < ∞ почти всюду в 𝑄𝑇  и принимающих заданные граничные 

и начальные значения в смысле следов функций из указанных классов. 

Определение 2. Классическим решением задачи (1)–(6) называется 

совокупность функций (𝑠𝑖(𝑥, 𝑡), 𝑣𝑖(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡), 𝑝𝑖(𝑥, 𝑡)), 𝑖 = 1,2, если 

они обладают непрерывными производными, входящими в уравнения 

(1)–(4), и удовлетворяют уравнениям, начальным и граничным 

условиям и неравенствам 0 < 𝑠(𝑥, 𝑡) < 1, 0 < 𝜃(𝑥, 𝑡) < ∞ как 

непрерывные в 𝑄𝑇̅̅̅̅  функции. 

Теорема. Пусть данные задачи (1)–(6) удовлетворяют условиям (7), 

а также следующим условиям гладкости: (𝑣𝑖
0, 𝜃0) ∈ 𝑊2

1(Ω), 𝑠0 ∈

∈ 𝑊2
2(Ω), (𝜃𝑖 , 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖) ∈ 𝑊2

1(0, 𝑇), 𝑔 ∈ 𝐿2(0, 𝑇;𝑊2
1(Ω)) и условиям согла-

сования:  
𝑣𝑖
0(0) = 𝑎𝑖(0), 𝑣𝑖

0(1) = 𝑏𝑖(1), 𝑖 = 1,2,  
𝜕𝜃0(𝑥)

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝜃1(0),  
𝜕𝜃0(𝑥)

𝜕𝑥
|
𝑥=1

= 𝜃2(1). 

Пусть 𝐾(𝑠1), 𝜒(𝑠1), 𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃) – достаточно гладкие функции своих 

аргументов, удовлетворяющие следующим условиям: 

𝐾(𝑠1) = К0(𝑠1)(𝑠1𝑠2)
𝑞 , 0 < 𝑘0

−1 ≤ К0(𝑠1) ≤ 𝑘0 = 𝑐𝑜𝑠𝑛𝑡, 
𝑘1
−1(𝑠1𝑠2)

𝑞1 ≤ 𝜒(𝑠1) ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)
𝑞1 ,  

𝑘1
−1(𝑠1𝑠2)

𝑞1−1 ≤
𝑑𝜒(𝑠1)

𝑑𝑠1
≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞1−1,  

|
𝜕𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃)

𝜕𝑠1
| ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞2|𝜃|𝑞3 , |
𝜕𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃)

𝜕𝜃
| ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞4|𝜃|𝑞5 , 

|
𝜕2𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃)

𝜕𝑠1
2 | ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞6|𝜃|𝑞7 , |
𝜕2𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃)

𝜕𝜃2
| ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞8|𝜃|𝑞9 , 

|
𝜕2𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃)

𝜕𝑠1𝜕𝜃
| ≤ 𝑘1(𝑠1𝑠2)

𝑞10|𝜃|𝑞11 , 

где 𝑘1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑞, 𝑞1, … , 𝑞11 – фиксированные вещественные 

параметры, причем 𝑞3 ≥ 0, 𝑞5 ≥ 0, 𝑞7 ≥ 0, 𝑞9 ≥ 0, 𝑞11 ≥ 0. 
Если выполнены условия (7), то существует достаточно малое 

значение 𝑡0 > 0, 𝑡0 ∈ (0, 𝑇) такое, что для всех 𝑡 ∈ (0, 𝑡0) существует 

единственное обобщенное решение (𝑠𝑖 , 𝑣𝑖, 𝜃, 𝑝𝑖) задачи (1)–(6). 

Если дополнительно:  

𝑔 ∈ 𝐶1+𝛼,𝛼 2⁄ (𝑄𝑇), (𝑠
0, 𝑣𝑖

0 , 𝜃0) ∈ 𝐶2+𝛼(Ω), 𝑣𝑖
0(0) = 𝑎𝑖(0), 𝑣𝑖

0(1) = 𝑏𝑖(1), 
𝜕𝜃0(𝑥)

𝜕𝑥
|
𝑥=0

= 𝜃1(0),  
𝜕𝜃0(𝑥)

𝜕𝑥
|
𝑥=1

= 𝜃2(1), 𝑖 = 1,2, 

коэффициенты 𝐾(𝑠1) и 𝜒(𝑠1) – дважды непрерывно дифференци-

руемые функции своих аргументов, то в 𝑄𝑡0 существует единственное 

классическое решение задачи, удовлетворяющее условиям:  
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𝑠𝑖 ∈ 𝐶
1+𝛼,𝛼 2⁄ (𝑄𝑡0), (𝑣𝑖

0, 𝜃0) ∈ 𝐶2+𝛼,1+𝛼 2⁄ (𝑄𝑡0),
𝜕𝑝𝑖
𝜕𝑥

 ∈ 𝐶𝛼,𝛼 2⁄ (𝑄𝑡0),    

причем найдутся числа 0 < 𝑚(2) < 𝑀(2) < 1, 0 < 𝑚(3) < 𝑀(3) < ∞, 

такие, что 

0 < 𝑚(2) ≤ 𝑠1(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑀(2) < 1,0 < 𝑚(3) ≤ 𝜃(𝑥, 𝑡) ≤ 𝑀(3) < ∞,  

(𝑥, 𝑡) ∈ (𝑄𝑡0). 

Существование сильного решения и классического решения на доста-

точно малом промежутке времени в случае, когда 𝜌𝑖
0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 доказы-

вается с помощью метода Галёркина и в идейном плане следует дока-

зательству аналогичного результата для вязкого теплопроводного газа. 
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Вирц Р.А. 

Двумерная задача фильтрации газа  

в пороупругой среде 

Р.А. Вирц 

АлтГУ, г. Барнаул 

В статье рассматривается двумерное движение углекислого газа в 

пороупругой среде. Приводится алгоритм численного исследования 

полученной начально-краевой задачи. 

Ключевые слова: пористость, фильтрация, углекислый газ, 

обезразмеривание, численное исследование. 

 
В работе изучается система уравнений, описывающая фильтрацию 

жидкости или газа в пористой среде: 
 

            
𝜙𝜌𝑓

𝜕𝑡
+ ∇ ⋅ (𝜙�⃗�𝑓𝜌𝑓) = 0,   

𝜕𝜌𝑠(1−𝜙)

𝜕𝑡
+ 𝛻 ⋅ ((1 − 𝜙)�⃗�𝑠𝜌𝑠) = 0,    (1) 

 

                                     𝜙(�⃗�𝑓 − �⃗�𝑠) = −𝑘(𝜙)(𝛻𝑝𝑓 − 𝜌𝑓�⃗�),                  (2) 
 

             ∇ ⋅ �⃗�𝑠 = −𝑎1(𝜙)𝑝𝑒 − 𝑎2(𝜙) (
𝜕𝑝𝑒

𝜕𝑡
+ �⃗�𝑠 ⋅ ∇𝑝𝑒),    (3) 

 

                                                      ∇𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝜌𝑡𝑜𝑡�⃗�.                                      (4) 
 

Здесь 𝜌
𝑓
, 𝜌

𝑠
, �⃗�𝑓, �⃗�𝑠 – соответственно истинные плотности и скорости 

жидкой и твердой фаз, 𝜙 – пористость, 𝑝
𝑓
, 𝑝

𝑠
 – соответственно давления 

жидкой и твердой фаз, 𝑝
𝑒
= 𝑝

𝑡𝑜𝑡
− 𝑝

𝑓
 – эффективное давление, 𝑝

𝑡𝑜𝑡
=

𝜙𝑝
𝑓
+ (1 − 𝜙)𝑝

𝑠
 – общее давление, 𝜌

𝑡𝑜𝑡
= 𝜙𝜌

𝑓
+ (1 − 𝜙)𝜌

𝑠
 – 

плотность двухфазной среды, �⃗⃗� = (0, −𝑔) – вектор силы тяжести; 

𝑘(𝜙) = 𝑘𝜙𝛼/𝜇 – коэффициент фильтрации, 𝑘 – проницаемость 

пористой среды, 𝜇 – динамическая вязкость жидкости; 𝑎1(𝜙) = 𝜙𝑚/𝜂 – 

коэффициент объемной вязкости, 𝜂 – динамическая вязкость твердой 

фазы; 𝑎2(𝜙) = 𝜙𝑏𝛽
𝜙

 – коэффициент объемной сжимаемости, 𝛽
𝜙

 – 

коэффициент сжимаемости пор; 𝑚 ∈ [0,2], 𝑏 = 1/2, 𝛼 = 3 – параметры 


