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Шарнирные механизмы распространены повсеместно. Обычно они 

служат для преобразования одного вида движения в другой. В работе 

приведены математические модели шарнирных механизмов, а также 

приведен обзор классических и современных результатов, связанных с 
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Достаточно большое количество математиков занималось задачами, 

связанными с шарнирными механизмами. Одна из таких задач – 

создание механизма, переводящего движение по окружности в 

прямолинейное движение. В этом направлении существенными 

результатами были работы Джеймса Ватта (параллелограмм Ватта), 

Пафнутия Львовича Чебышева (стопоходящая машина Чебышева), 

Жан-Виктор Понселе (его работу рассмотрим далее в качестве примера) 

и труды других ученых.  

Рассмотрим некоторую конфигурацию стержней и соединений 

(шарниров) на плоскости, где некоторые соединения прикреплены к 

плоскости. Такая конфигурация является механическим соединением 

или шарнирным механизмом. Если соединение не является жестким, то 

в него можно поместить «карандаш» и позволить конфигурации 

двигаться. В результате будет получена некоторая кривая, которая 

является конфигурационным пространством рассматриваемого 

шарнира [1]. Например, рассмотрим на плоскости ℝ2 ромб 𝐴𝐵𝐶𝐷, и 

пусть 𝑂 − точка на луче 𝐶𝐴, лежащая вне ромба. Соединим точку 𝑂 с 

точками 𝐵 и 𝐷. Выберем на плоскости еще одну точку 𝑅 и соединим ее 

отрезком с точкой 𝐴. Точки 𝑂 и 𝑅 будем считать неподвижными 

шарнирами, а все остальные концы проведенных отрезков – 

подвижными. Сами отрезки будем считать жесткими стержнями. 
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Полученная конструкция и называется инверсором Понселе (рис. 1). 

Это название объясняется тем, что при движении точки 𝐴 по 

окружности 𝑆1 с центром в точке 𝑅 точка 𝐶 двигается по образу этой 

окружности при инверсии относительно некоторой окружности с 

центром в точке 𝑂. В частности, если |𝑅𝐴|  =  |𝑅𝑂|, то окружность 𝑆1 

проходит через центр инверсии и, поэтому ее образ – прямая. 

 
Рисунок 1 – Инверсор Понселе 

Пусть, дана алгебраическая кривая 𝒞 ⊂ ℝ2, определяемая формулой: 

𝐹(𝑥, 𝑦) = ∑ ∑ 𝑐𝑖𝑗𝑥
𝑖𝑦𝑗 = 0𝑛

𝑗=0
𝑛
𝑖=0 , где 𝑐𝑖𝑗 ∈ ℝ, 𝑛 ∈ ℕ. 

Тогда соединение ℒ рисует кривую 𝒞 в конфигурационном 

пространстве некоторого соединения 𝑣 ∈ 𝑉, определенного как 

ℳℒ(𝑣) = {𝑓(𝑣) | 𝑓 ∈ ℳℒ} лежит на 𝐶, т.е. 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℳℒ(𝑣). 
Кривая 𝐶 является механической, если каждое компактное 

подмножество 𝑋 ⊂ 𝐶 лежит в конфигурационном пространстве 

шарнира 𝐶: 𝑋 ⊂ ℳℒ(𝑣) ⊂ 𝒞. 

Теорема. Каждая алгебраическая кривая 𝒞 ⊂ ℝ2 механическая [1, 2]. 

Схема доказательства: нужно построить связь с двумя степенями 

свободы по осям 𝑥 и 𝑦. Поместить «карандаш» в место, которое всегда 

будет находиться в точке (𝑥, 𝑦). Эта связь также будет иметь шарнир 𝑧, 

расположенный в (𝐹(𝑥, 𝑦), 0) на оси 𝑥. Как только точка 𝑧 будет 

зафиксирована в начале координат, тогда будет получен искомый 

шарнирный механизм [1]. 

Заменим интуитивную идею определения шарнирного механизма и 

определения конфигурационного пространства на более точные 

математические определения [3]. 

Определение 1. Тройка 𝔤 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) состоит из: 

1) Набора вершин 𝑉 = 𝑉𝑓𝑖𝑥 ∪ 𝑉𝑓𝑟𝑒𝑒 , с 𝑉𝑓𝑖𝑥 = {𝑉1, … , 𝑉𝑚} и 𝑉𝑓𝑟𝑒𝑒 =

{𝑉𝑚+1, … , 𝑉𝑛}; 

2) Набора ребер 𝐸 = {{𝑉𝑖1 , 𝑉𝑗1}, {𝑉𝑖2 , 𝑉𝑗2}, … , {𝑉𝑖𝑘 , 𝑉𝑗𝑘}} с 𝑖𝑙 , 𝑗𝑙 ∈

{1, … , 𝑛}, 𝑖𝑙 ≠ 𝑗𝑙, таких, что любые две вершины в 𝑉 соединены 

последовательностью элементов 𝐸; 

3) Весовая функция 𝑑: 𝐸 →  ℝ+, которая прикрепляет к 

некоторому ребру {𝑉𝑖𝑙 , 𝑉𝑗𝑙} в 𝐸 длину (вес) 𝑑(𝑉𝑖𝑙 , 𝑉𝑗𝑙) ∈ ℝ+, 
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называется связным взвешенным графом. 

Используется 𝑉𝑗  в 𝑝 ∈ ℝ2 вместо 𝜑(𝑉𝑗) = 𝑝 ∈ ℝ
2, т.е. 

рассматривается 𝑉𝑗  как 𝜑(𝑉𝑗). Также нужно учитывать, что существуют 

связные взвешенные графы только с тремя вершинами, которые 

нереализуемы на евклидовой плоскости и реализация механического 

соединения в общем случае неуникальна. Конфигурационное 

пространство механического соединения определяется как 

подмножество ℝ2𝑛, которое естественным образом получает 

топологическую структуру. 

Определение 2. Пусть 𝔤 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) связный взвешенный граф. 

1) Граф 𝔤 называется механическим соединением (шарнирным 

механизмом), если 𝔤 реализуем в ℝ2, т.е. Если существует 

отображение 𝜑:𝑉 → ℝ2 такое, что 𝑑ℝ (𝜑(𝑉𝑖), 𝜑(𝑉𝑗)) =

𝑑(𝑉𝑖 , 𝑉𝑗) ∀{𝑉𝑖 , 𝑉𝑗} ∈ 𝐸, где 𝑑ℝ − евклидова метрика в ℝ2. 

2) Реализация 𝜉 графа 𝔤 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) − это множество 

{𝜑𝜉(𝑉1), … , 𝜑𝜉(𝑉𝑛)} точек в ℝ2 таких, что 𝑑ℝ (𝜑𝜉(𝑉𝑖), 𝜑𝜉(𝑉𝑗)) =

𝑑(𝑉𝑖 , 𝑉𝑗) ∀{𝑉𝑖 , 𝑉𝑗} ∈ 𝐸. 

Определение 3. Пусть 𝔤 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) − механическое соединение и 

пусть {𝑝1, … , 𝑝𝑚} фиксированные точки в ℝ2 с 𝑚 ≥ 2, такие, что 

𝑑ℝ(𝑝𝑖 , 𝑝𝑗) = 𝑑(𝑉𝑖 , 𝑉𝑗) ∀{𝑉𝑖 , 𝑉𝑗} ∈ 𝐸 с 𝑉𝑖 , 𝑉𝑗 ∈ {𝑉1, … , 𝑉𝑚} = 𝑉𝑓𝑖𝑥. Тогда 

конфигурационное пространство 𝔤 определяется формулами [𝔤] =

{𝜉 реализация 𝔤; 𝜑𝜉(𝑉𝑗) = 𝑝𝑗 , ∀𝑉𝑗 ∈ 𝑉𝑓𝑖𝑥} = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∈ (ℝ
2)𝑛;  𝑥𝑗 =

𝑝𝑗 , ∀𝑗 ∈ {1, … ,𝑚} и 𝑑ℝ(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) = 𝑑(𝑉𝑖 , 𝑉𝑗), ∀{𝑉𝑖 , 𝑉𝑗} ∈ 𝐸} с топологией 

индуцированной метрикой ℝ2𝑛. 

В большинстве случаев рассматриваются подпространства в [𝔤] для 

шарнирного механизма. 

Каждую реализацию механического соединения можно представить 

в виде плоского рисунка, состоящего из набора точек 𝑉 и набора 

прямых линий 𝐸 заданной длины 𝑑 таких, что пустой маленький кружок 

– это вершина, закрепленная на плоскости, т.е. элемент 𝑉𝑓𝑖𝑥, а 

закрепленная окружность есть элемент 𝑉𝑓𝑟𝑒𝑒 . Это говорит о том, что 

вершины двигаются и механические соединения бывают жесткими.  

Определение 4. Пусть 𝔤 = (𝑉, 𝐸, 𝑑) − механическое соединение. 

1) Вершина 𝑉𝑗 называется жесткой по отношению к реализации 

𝜉 ∈ [𝔤] с 𝜑𝜉(𝑉𝑗) = 𝑝, если существует открытая окрестность 

𝑈 ⊆ [𝔤] точки 𝜉 такая, что ∀𝜉 ∈ 𝑈 следует, что 𝜑𝜉̃(𝑉𝑗) = 𝑝. 
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2) Реализация 𝜉 ∈ [𝔤] механического соединения 𝔤 называется 

жесткой, если каждая вершина 𝔤 является жесткой 

относительно 𝜉, т.е. 𝜉 является изолированной точкой [𝔤]. 
Рассматриваемая теорема возникла в трудах Альфреда Кемпе [4], 

там же было представлено её доказательство. Через несколько лет в 

доказательстве была найдена ошибка. Её удалось исправить в 2002 году 

М. Каповичу и Дж. Миллсону [2]. 
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Как известно, [4, с. 42], задача описания одномерного движения 

диссипативной системы (ДС), состоящей из материальной точки 

(частицы) в среде с линейным по скорости сопротивлением в 
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