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2) Реализация 𝜉 ∈ [𝔤] механического соединения 𝔤 называется 

жесткой, если каждая вершина 𝔤 является жесткой 

относительно 𝜉, т.е. 𝜉 является изолированной точкой [𝔤]. 
Рассматриваемая теорема возникла в трудах Альфреда Кемпе [4], 

там же было представлено её доказательство. Через несколько лет в 

доказательстве была найдена ошибка. Её удалось исправить в 2002 году 

М. Каповичу и Дж. Миллсону [2]. 
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Как известно, [4, с. 42], задача описания одномерного движения 

диссипативной системы (ДС), состоящей из материальной точки 

(частицы) в среде с линейным по скорости сопротивлением в 

http://zadachi.mccme.ru/kempe.ver2/
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потенциальном поле 𝑈(𝑥) сводится к дифференциальному уравнению 

Абеля второго рода 

𝑚𝑣(𝑥)
𝑑𝑣(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝛼𝑣(𝑥) = −

𝑑𝑈(𝑥)

𝑑𝑥
,                             (1) 

неинтегрируемому при произвольной правой части [2, с. 37] (𝑚 – масса 

частицы, 𝛼 – коэффициент сопротивления среды). Метод, 

представленный в [3], также приводит к уравнению, решение которого 

неизвестно [3, с. 328]. Таким образом, поставленная задача в общем 

виде пока не решена. 

В [4, с. 44] уравнение (1) было сведено к системе интегрируемых 

уравнений, результатом решения которой стал набор функций, 

позволяющих описать диссипативное движение посредством величин, 

характеризующих связанное консервативное движение и решающих 

задачу в первом приближении [4, с. 44]. 

Дальнейшее развитие метода в работах [5, с. 59] и [6, с. 116] позво-

лило заменить уравнение (1) эквивалентным дифференциальным урав-

нением 

𝑑𝐴(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝛾√𝐾(𝑥) − 𝐴(𝑥) = 0;  𝛾 = 𝛼√

2

𝑚
,                       (2) 

где 𝐴(𝑥) – абсолютная величина работы, совершаемой над системой 

диссипативной силой. Было введено понятие т.н. связанной консерва-

тивной системы (СКС), т.е. системы, имеющей те же значения массы, 

начальной скорости и координаты, что и диссипативная, но движу-

щейся так, как если бы сопротивление отсутствовало. Фигурирующая в 

(2) функция 𝐾(𝑥) = 𝐸0 − 𝑈(𝑥) есть, таким образом, кинетическая 

энергия СКС, (𝐸0 – начальное значение полной энергии ДС). Уравнение 

(2) также не интегрируется в общем виде, однако его структура более 

удобна для анализа, нежели структура (1). В частности, в [5, с. 60] и [6, 

с. 116-117] уравнение (2) было применено для описания движения в 

случае слабого сопротивления, в [6, с. 118-119] были построены 

соответствующие графики. 

В данной работе мы покажем, как (2) может быть применено для 

описания движения в двух противоположных случаях слабого и силь-

ного сопротивления. Для этого разложим радикал в (2) в ряд Тейлора: 
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{
  
 

  
 √𝐾(𝑥) − 𝐴(𝑥) = √𝐾(𝑥) −

1

2

𝐴(𝑥)

√𝐾(𝑥)
− ⋯− 𝑃(𝑘, 𝑛)

𝐴(𝑥)𝑛

𝐾(𝑥)𝑛−
1

2

− ⋯

𝑃(𝑘, 𝑛) = |
∏ (𝑘 − 𝑖 + 1)𝑛

𝑖=1

𝑛!
|                                                                      ,

𝑘 =
1

2
, 𝑛 = 1,2, …∞                                                                                    

 

а далее суммируем полученное выражение (суммирование производи-

лось с использованием системы компьютерной алгебры Maple), начиная 

с первого члена разложения (
1

2

𝐴(𝑥)

√𝐾(𝑥)
). Получим: 

√𝐾(𝑥) − 𝐴(𝑥) = √𝐾(𝑥) −
1

1 +√1 −
𝐴(𝑥)
𝐾(𝑥)

𝐴(𝑥)

√𝐾(𝑥)
. 

Подставляя полученный результат в (2), будем иметь: 

𝑑𝐴(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝛾(√𝐾(𝑥) −

1

1+√1−
𝐴(𝑥)

𝐾(𝑥)

𝐴(𝑥)

√𝐾(𝑥)
) = 0.                     (3) 

Уравнение (3) удобно тем, что позволяет математически единообразно 

перейти к рассмотрению обоих крайних случаев слабого и сильного 

сопротивления. 

В случае слабого сопротивления из физических соображений по-

нятно, что диссипативная среда совершает над системой малую работу 

𝐴𝑤(𝑥), следовательно, значения функции 𝐴𝑤(𝑥) будут малы по сравне-

нию с 𝐾(𝑥): 𝐴𝑤(𝑥) ≪ 𝐾(𝑥). Поэтому мы можем приближенно 

положить под радикалом в знаменателе (3) 
𝐴𝑤(𝑥)

𝐾(𝑥)
≈ 0, соответственно, 

(3) переходит в линейное по 𝐴𝑤(𝑥) дифференциальное уравнение 

𝑑𝐴𝑤(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝛾

2√𝐾(𝑥)
𝐴𝑤(𝑥) − 𝛾√𝐾(𝑥) = 0.                          (4) 

Решением уравнения (4) является функция 
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𝐴𝑤(𝑥)

= 𝛾𝑒𝑥𝑝(−
𝛾

2
∫

𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

)(∫√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

𝑒𝑥𝑝(
𝛾

2
∫

𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

) 𝑑𝑥) . (5) 

И уравнение (4), и функция (5) аналогичны уравнению и его решению, 

полученным нами ранее в работах [5, 6]. 

При сильном сопротивлении, напротив, диссипативная среда будет 

быстро рассеивать кинетическую энергию ДС, совершая над ней боль-

шую работу, пропорциональную значениям функции 𝐾(𝑥): 𝐴𝑠(𝑥) ≈
𝐾(𝑥), кинетическая же энергия ДС будет, соответственно, малой. По-

этому, полагая в знаменателе под радикалом (3) 
𝐴𝑠(𝑥)

𝐾(𝑥)
≈ 1, получим 

уравнение 

𝑑𝐴𝑠(𝑥)

𝑑𝑥
+

𝛾

√𝐾(𝑥)
𝐴𝑠(𝑥) − 𝛾√𝐾(𝑥) = 0,                           (6) 

отличающееся от (4) только числовым множителем в линейном по 

𝐴𝑠(𝑥) слагаемом. Решением его будет функция 

𝐴𝑠(𝑥)

= 𝛾𝑒𝑥𝑝(−𝛾 ∫
𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

)(∫√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

𝑒𝑥𝑝(𝛾 ∫
𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0

) 𝑑𝑥) , (7) 

также отличающаяся от (5) лишь числовым множителем в аргументах 

экспонент. 

В [5, с. 60; 6, с. 117] было показано, что фигурирующее в аргументах 

экспонент выражение 
𝛾

2
∫

𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0
 может быть представлено как 

произведение 
𝛼

𝑚
𝜏(𝑥), где 

𝜏(𝑥) = √
𝑚

2
∫

𝑑𝑥

√𝐸0 − 𝑈(𝑥)

𝑥

𝑥0

 

есть время, за которое проходит расстояние |𝑥 − 𝑥0| консервативная 

система, движущаяся в поле с потенциалом 𝑈(𝑥) [1, с. 39], т.е. СКС. 

Если же мы распишем подобным образом фигурирующее в (7) 
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выражение 𝛾 ∫
𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0
, то, очевидно, получим: 𝛾 ∫

𝑑𝑥

√𝐾(𝑥)

𝑥

𝑥0
= 2

𝛼

𝑚
𝜏(𝑥). 

Таким образом, в случае слабого сопротивления ДС затрачивает на 

прохождение расстояния |𝑥 − 𝑥0| такое же время, как и СКС, что 

вполне понятно из физических соображений. В случае же сильного 

сопротивления ДС тратит на преодоление того же расстояния вдвое 

большее время, нежели СКС.  

Заметим, что величина работы 𝐴(𝑥), определяющая диссипативное 

движение, в обоих случаях оказалась выражена посредством функций 

𝐾(𝑥) и 𝜏(𝑥), определяющих связанное консервативное движение, как и 

в работах [4], [5] и [6]. 
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