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В рамках теории многофазной фильтрации рассматривается задача 

тепломассопереноса в тающем снежном покрове. Доказана 

единственность решения регулярной одномерной задачи. 
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Следуя [1], [2], рассмотрим следующую систему уравнений: 
𝜕𝜌𝑖

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑖 𝑢⃗⃗𝑖) = ∑3𝑗=1 𝐼𝑗𝑖 ,    𝑖 = 1,2,3,    𝐼𝑗𝑖 = −𝐼𝑖𝑗 ,    ∑

3
𝑖,𝑗=1 𝐼𝑖𝑗 = 0;       (1) 

𝑣⃗𝑖 = −𝐾0
𝑘0𝑖

𝜇𝑖
(∇𝑝𝑖 + 𝜌𝑖

0𝑔⃗),    𝑖 = 1,2,

𝑝2 − 𝑝1 = 𝑝𝑐(𝑠1, 𝜃) ,    ∑
2
𝑖=1 𝑠𝑖 = 1;

 (2) 

(∑3𝑖=1 𝜌𝑖
0𝑐𝑖𝛼𝑖)

𝜕𝜃

𝜕𝑡
+ (∑2𝑖=1 𝜌𝑖

0𝑐𝑖𝑣⃗𝑖)∇𝜃 = 𝑑𝑖𝑣(𝜆𝑐∇𝜃) + 𝜈
𝜕𝜌3

0𝛼3

𝜕𝑡
. (3) 

Здесь 𝑢⃗⃗𝑖 – скорость i-й фазы; 𝜌𝑖 – приведенная плотность, связанная с 

истинной плотностью 𝜌𝑖
0 и объемной концентрацией 𝛼𝑖 соотношением 

𝜌𝑖 = 𝛼𝑖𝜌𝑖
0 (условие ∑3𝑖=1 𝛼𝑖 = 1 является следствием определения 𝜌𝑖); 𝐼𝑗𝑖  

– интенсивность перехода массы из 𝑗-й в 𝑖-ю составляющую в единице 

объема в единицу времени; 𝑣⃗𝑖 = 𝜙𝑠𝑖(𝑢⃗⃗𝑖 − 𝑢⃗⃗3) – скорости фильтрации 

воды и воздуха; 𝜙 – пористость снега (𝜙 = 𝜙(𝜃), 0 < 𝜙 < 1); 𝑠1, 𝑠2 – 

насыщенности воды и воздуха (𝛼1 = 𝜙𝑠1, 𝛼2 = 𝜙𝑠2, 𝛼3 = 1 − 𝜙); 𝐾0(𝜙) 
– тензор фильтрации; 𝑘0𝑖 – фазовые проницаемости (𝑘0𝑖 = 𝑘0𝑖(𝑠𝑖) ≥
0, 𝑘0𝑖|𝑠𝑖=0 = 0); 𝜇𝑖 – динамическая вязкость; 𝑝𝑖  – давления фаз; 𝑝𝑐 – 

капиллярное давление, 𝑔⃗ – вектор ускорения силы тяжести; 𝜃 – 

температура среды (𝜃𝑖 = 𝜃, 𝑖 = 1,2,3); 𝑐𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 – теплоемкость 𝑖-
й фазы при постоянном объеме; 𝜈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 – удельная теплота 

плавления льда; 𝜆𝑐 – теплопроводность снега (𝜆𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐𝜌𝑐
2, 𝜌𝑐 =

∑3𝑖=1 𝜌𝑖
0𝛼𝑖, 𝑎𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0) [3]. 

Функции 𝛼3(𝜃), 𝐼31 = 𝐼31(𝜃) – заданы, 𝑢⃗⃗3 = 0, 𝐼12 = 𝐼23 = 0. 

В одномерном случае система (1)–(3) сводится к трем уравнениям 

относительно 𝑠 ≡ 𝑠1, 𝜃 и 𝑝 = 𝑝2 + ∫
𝑘̃01

𝑘̃(𝜉)

1

𝑠

𝜕𝑝𝑐

𝜕𝜉
𝑑𝜉: 
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{
 
 

 
 
𝜕𝜙𝑠

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝑎(𝑠, 𝜙)

𝜕𝑠

𝜕𝑥
+ 𝑏(𝑠)𝑣 + 𝐹) +

𝜕𝜙

𝜕𝑡
,

∑3𝑖=1 𝜌𝑖
0𝑐𝑖𝛼𝑖

𝜕𝜃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
(𝜆𝑐

𝜕𝜃

𝜕𝑥
) − ∑2𝑖=1 𝜌𝑖

0𝑐𝑖𝑣⃗𝑖
𝜕𝜃

𝜕𝑥
+ 𝜈

𝜕𝜌3
0𝛼3

𝜕𝑡
𝜕

𝜕𝑥
(𝐾

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑓) = 𝜌3

0 𝜕𝜙

𝜕𝑡
(
1

𝜌1
0 −

1

𝜌3
0) ,

, (4) 

при следующих начально-краевых условиях 

{

𝑠(0, 𝑡) = 𝑠0(𝑡), 𝑠(1, 𝑡) = 𝑠1(𝑡), 𝑠(𝑥, 0) = 𝑠0(𝑡),

𝜃(0, 𝑡) = 𝜃0(𝑡), 𝜃(1, 𝑡) = 𝜃1(𝑡), 𝜃(𝑥, 0) = 𝜃0(𝑡),

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝0(𝑡), 𝑝(1, 𝑡) = 𝑝1(𝑡).

  (5) 

Система (1)–(3) при заданной пористости рассматривалась в работах 

[4–8]. Задача при других краевых и начальных условиях численно 

изучалась в статье [9]. 

Определение. Функции 𝑠(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡) называются 

классическим решением задачи (4)–(5), если они удовлетворяют 

системе уравнений (4), граничным и начальным условиям (5) как 

непрерывные 𝑄𝑇 функции, причем 0 < 𝑠(𝑥, 𝑡) < 1, 0 < 𝜃(𝑥, 𝑡) < ∞, 

(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄̅𝑇 = Ω̅ × [0, 𝑇], Ω̅ = [0,1], 𝑥 ∈ (0,1). 

Теорема. Пусть выполняется условие |
𝜕𝜙

𝜕𝜃
| ≤ 𝛿𝜙0(𝜃), где параметр 𝛿 

– мал, а 𝜙0(𝜃) – ограниченная функция. Тогда задача (4)–(5) имеет 

единственное решение. 

Доказательство. Предположим, что существует два различных 

решения: (𝑠(1), 𝜃(1), 𝑝(1)) и (𝑠(2), 𝜃(2), 𝑝(2)). Обозначим 𝑠 = 𝑠(1) − 𝑠(2), 
𝜃 = 𝜃(1) − 𝜃(2), 𝑝 = 𝑝(1) − 𝑝(2). Рассмотрим разность уравнений (4). 

Получим следующую линейную однородную систему: 

𝐵1(𝑥, 𝑡)𝜃 + 𝐵2(𝑥, 𝑡)𝑠𝑡 + 𝐵3(𝑥, 𝑡)𝑠 + 𝐵4(𝑥, 𝑡)𝜃𝑡 +
+(𝐵5(𝑥, 𝑡)𝑠 + 𝐵6(𝑥, 𝑡)𝜃 + 𝐵7(𝑥, 𝑡)𝑠𝑥 + 𝐵8(𝑥, 𝑡)𝑝𝑥)𝑥 = 0,

 (6) 

(𝐶1(𝑥, 𝑡)𝜃 + 𝐶2(𝑥, 𝑡)𝑠 + 𝐶3(𝑥, 𝑡)𝜃𝑥)𝑥 + 𝐶4(𝑥, 𝑡)𝜃𝑥 +
+𝐶5(𝑥, 𝑡)𝜃𝑡 + 𝐶6(𝑥, 𝑡)𝑠 + 𝐶7(𝑥, 𝑡)𝜃 + 𝐶8(𝑥, 𝑡)𝑠𝑥 + 𝐶9(𝑥, 𝑡)𝑝𝑥 = 0,

 (7) 

(𝐴1(𝑥, 𝑡)𝑠 + 𝐴2(𝑥, 𝑡)𝜃 + 𝐴3(𝑥, 𝑡)𝑝𝑥)𝑥 +

+𝐴4(𝑥, 𝑡)𝜃𝑡 + 𝐴5(𝑥, 𝑡)𝜃 = 0,
 (8) 

в которой коэффициенты 𝐴i,  𝐵i ,  𝐶i легко вычисляются из системы (4). 

Тогда начально-краевые условия примут вид: 
𝑠(0, 𝑡) = 𝑠(1, 𝑡) = 𝑠(𝑥, 0) = 0, 𝜃(0, 𝑡) = 𝜃(1, 𝑡) = 𝜃(𝑥, 0) = 0,

𝑝(0, 𝑡) = 𝑝(1, 𝑡) = 0.
  

Из уравнения (8) после умножения на функцию 𝑝(𝑥, 𝑡), 
интегрирования и применения неравенства Коши с 𝜀 выводим: 
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∫
1

0
𝑝𝑥
2𝑑𝑥 ≤ 𝐷1(𝛿) ∫

1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥 +

+𝐷2𝛿
2 ∫

1

0
𝜃𝑥
2𝑑𝑥 + 𝐷3𝛿

2 ∫
1

0
𝑠𝑥
2𝑑𝑥.

 (9) 

Из уравнения (7) после умножения на функцию 𝜃(𝑥, 𝑡) и 

последующего интегрирования получим:  

∫
1

0
𝜃2𝑑𝑥 + ∫

𝑇

0
∫
1

0
𝜃𝑥
2𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐷4(𝛿) ∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝐷5(𝛿) ∫

𝑇

0
∫
1

0
𝑠𝑥
2𝑑𝑥𝑑𝑡.

 (10) 

Из уравнения (6) аналогично получаем: 

∫
1

0
𝑠2𝑑𝑥 + ∫

𝑇

0
∫
1

0
𝑠𝑥
2𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐷6(𝛿) ∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝐷7𝛿

2 ∫
𝑇

0
∫
1

0
𝜃𝑥
2𝑑𝑥𝑑𝑡.

 (11) 

Сложим оценки (10) и (11). Тогда 

∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥 + ∫

𝑇

0
∫
1

0
(𝑠𝑥
2 + 𝜃𝑥

2)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐷8(𝛿) ∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠𝑥
2 + 𝜃𝑥

2)𝑑𝑥𝑑𝑡 + 𝐷9(𝛿) ∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥𝑑𝑡.

   

Подбирая параметр 𝛿 из условия 𝐷8(𝛿) <
1

2
, получим: 

∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥 +

1

2
∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠𝑥
2 + 𝜃𝑥

2)𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝐷9(𝛿) ∫
𝑇

0
∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥𝑑𝑡.

 (12) 

Из (12) выводим неравенство Гронуолла: 

∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥 ≤ 𝐷9(𝛿) ∫

𝑇

0
∫
1

0
(𝑠2 + 𝜃2)𝑑𝑥𝑑𝑡, (13) 

причем |D9| ≤ C. Из (13) следует, что s = s(1) − s(2) = 0, θ = θ(1) − θ(2) = 0. 
Подставляя s и θ в оценку для p (9), получим, что p(1)−p(2) = 0. Теорема 
доказана. 

Работа выполнена при поддержке совместного проекта TUBITAK 

и РФФИ 20-58-46009 СТ_а "Нагрузки на инженерные сооружения в 

морском льду". 
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Статья посвящена математическому моделированию жидкости в 

результате удара упругим телом по свободной поверхности. Основной 

упор сделан на описании поведения жидкости в следе за ударом. В 

состоянии покоя жидкость имеет заданную конечную глубину. С 

использованием асимптотических методов выводится модель 

поведения жидкости в следе за ударом в случае большой начальной 

скорости удара и малой глубины жидкого слоя.  


