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уравнений (7)–(11) в одном случае может быть решена методом 

характеристик [4]. Выведенная система уравнений описывает течение 

жидкости в следе за ударом. Получено, что для условий большой 

начальной скорости и малой начальной толщины жидкого слоя в 

главном приближении определяющим эффектом являются силы 

инерции, а эффектами гравитации, вязкости и поверхностного 

натяжения можно пренебречь. 

Работа поддержана Российским Научным Фондом, "Эффект захвата 

воздуха при наклонном ударе тела по поверхности жидкости", номер 

проекта 19-19-00287. 
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В данной работе построен приближенный метод решения уравнения 

для насыщенности в задаче двухфазной неравновесной фильтрации. 

Это уравнение относится к уравнению типа конвекции-диффузии с 

преобладанием конвекции и с дополнительным членом, содержащим 
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производную решения третьего порядка. Из-за гиперболического 

характера уравнения его решение сопровождается рядом трудностей, 

которые приводят к необходимости тщательного выбора метода 

решения. На основе вычислительных экспериментов проведено 

сравнение трех классических стабилизированных методов конечных 

элементов (SUPG, GLS и USFEM).  

Ключевые слова: метод конечных элементов, стабилизированный 

метод, неравновесная фильтрация, SUPG, GLS, USFEM. 

 

Непропорциональность параметров задачи для уравнения 

конвекции-диффузии может привести к образованию слоистых 

структур в некоторых частях области задачи, которые трудно разрешить 

стандартными численными алгоритмами. Поэтому, чтобы решить эту 

проблему целесообразно использование стабилизированных численных 

методов, которые заключаются в добавлении к стандартной конечно-

элементной постановке задачи слагаемого с искусственной вязкостью с 

некоторым стабилизирующим параметром. 

Одна из основных моделей неравновесного течения [1] основана на 

термодинамических аргументах и усреднении по обьему микроско-

пических уравнений сохранения массы и момента, что привело к 

необходимости добавления дополнительных членов в макроскопи-

ческих уравнения. В [1] введено понятие динамического капиллярного 

давления 𝑃𝑐
dyn

 (мгновенная локальная разность фазовых давлений), 

которое относится к статическому капиллярному давлению 𝑃𝑐
stat 

(капиллярному давлению при квазистатическом смещении) соотно-

шением: 

𝑃𝑐
dyn

≡ 𝑝𝑜 − 𝑝𝑐 = 𝑃𝑐
stat − 𝜏𝐻(𝑠)

𝜕𝑠

𝜕𝑡
, (1) 

где 𝑝𝑜 – фазовое давление нефти, 𝜏𝐻- феноменологический коэффи-

циент, которое принимает положительные значения, и 𝑠– водонасы-

щенность. Динамическое капиллярное давление было предметом 

многих экспериментальных [2] и теоретических [3] исследований.  

К недостаткам стабилизированных методов можно отнести их 

чувствительность к выбору параметров стабилизации, что сущест-

венно влияет на устойчивость и точность метода. Поэтому проблема 

выбора параметра должна быть тщательно исследована. 

В данной работе сравниваются три классических стабилизи-

рованных метода конечных элементов (SUPG, GLS и USFEM) к 

начально-граничной задаче для уравнения для насыщенности, а также 

параметры стабилизации на основе вычислительных экспериментов. 

В ограниченной области 𝑄𝑇 = 𝛺 × (0, 𝑇), где 𝛺 ⊂ 𝑅2с границей 𝛤 =
𝛤𝐷 ∪ 𝛤𝑁, рассматривается уравнение 
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𝜕𝑠

𝜕𝑡
+ 𝐴𝑠 + 𝐵

𝜕𝑠

𝜕𝑡
= 𝑓, (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 (2) 

с начальным и граничными условиями: 

𝑠(𝑥, 0) = 𝑠0, 𝑥 ∈ 𝛺, 

         𝑠 = 𝑔𝐷 , 𝑥 ∈ 𝛤𝐷 ; 𝛻𝑠 ⋅ �⃗⃗� = 𝑔𝑁 , 𝑥 ∈ 𝛤𝑁 , 𝑡 > 0, 
(3) 

где  

𝐴𝑠 = 𝜈 ⋅ 𝛻𝑠 − 𝑘1𝛻
2𝑠, 𝐵𝑠 = −𝑘2𝛻

2𝑠, 
�⃗⃗�– внешняя нормаль к 𝛤𝑁, 𝜈– известный вектор, 𝑓, 𝑔𝐷 , 𝑔𝑁 – задан-ные 

функции. Предположим, что задача имеет единственное решение в 

классе достаточно гладких функций.  

Пусть 𝑉 = {𝑣 ∈ 𝐻1(0, 𝑇 ; 𝐻1(𝛺)), 𝑣|𝛤𝐷 = 𝑔𝐷}. В 𝛺 введем квази-

равномерную триангуляцию 𝛩. Пусть 𝑉ℎ ⊆ 𝑉 – конечно-элементное 

пространство кусочно-линейных функций на каждом элементе, 𝜏 – 

временной шаг. 

Основной класс стабилизированных методов конечных элементов 

основан на расширении дискретной вариационной формулировки с 

помощью члена стабилизации, зависящего от сетки. Общий вид этих 

методов для задачи определяется следующим образом: найти 𝑠ℎ ∈ 𝑉ℎ, 

такое, что: 

(𝑠ℎ
𝑛 − 𝑠ℎ

𝑛−1, 𝑤ℎ) + 𝜏𝑎(𝑠ℎ
𝑛, 𝑤ℎ) + 𝑏(𝑠ℎ

𝑛 − 𝑠ℎ
𝑛−1, 𝑤ℎ) + 𝜏𝑆(𝑠ℎ

𝑛 , 𝑤ℎ) = 

             = 𝜏𝜙(𝑤ℎ), ∀𝑤 ∈ 𝑉ℎ 
(4) 

где 𝑎 и 𝑏 – билинейные формы, соответствующие операторам  𝐴 и 𝐵, 

𝑆(⋅,⋅) – стабилизирующий член, добавленный к стандартной 

формулировке Галеркина, общий вид которого имеет вид: 

𝑆(𝑠ℎ, 𝑤ℎ) = ∑
𝐾
𝜏𝐾(𝐴𝑠ℎ − 𝜙, �̃�𝑤ℎ)𝐾 (5) 

где 𝜏𝐾– параметр стабилизации. Конкретный выбор оператора �̃� 

приводит к разным стабилизированным методам. Например [4]: 

𝑆𝑈𝑃𝐺 : �̃�𝑤ℎ = 𝜈 ⋅ 𝛻𝑤ℎ 
𝐺𝐿𝑆 : �̃� 𝑤ℎ = −𝑘𝛥𝑤ℎ + 𝜈 ⋅ 𝛻𝑤ℎ 

𝑈𝑆𝐹𝐸𝑀 : �̃� 𝑤ℎ = 𝑘𝛥𝑤ℎ + 𝜈 ⋅ 𝛻𝑤ℎ 

(6) 

Одним из важных моментов при реализации стабилизированных 

методов является выбор параметра стабилизации 𝜏𝐾. Параметр 

выбирается на основе свойств задачи, таких как принцип дискретного 

максимума, анализ сходимости, устойчивость и другие. Примерами 

стабилизирующих параметров являются [5–8]: 

𝜏𝐾
𝑐 = (

4𝑘1

ℎ𝐾
2 +

2|�⃗⃗⃗�𝐾|

ℎ𝐾
)
−1

,  𝜏𝐾
𝑠 = (9 (

4𝑘1

ℎ𝐾
2 )

2

+ (
2|�⃗⃗⃗�𝐾|

ℎ𝐾
)
2

)
−
1

2

, 
(7) 

𝜏𝐾
𝑎 = (

12𝑘1

ℎ𝐾
2 +

2|�⃗⃗⃗�𝐾|

ℎ𝐾
)
−1

, 𝜏𝐾
𝑓𝑣
= (

6𝑘1

ℎ𝐾
2 휁 (

|�⃗⃗⃗�𝐾|ℎ𝐾

3𝑘1
))

−1

, 
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где ℎ𝐾– диаметр треугольника 𝐾, 휁(𝑥) = {1,0 ≤ 𝑥 ≤ 1; 𝑥, 𝑥 ≥ 1}. 
Проведено сравнение стабилизированных методов (6) и 

стабилизирующих параметров (7) на основе на двух вычислительных 

экспериментов. Исследование показало эффективность рассмотренных 

методов. Полученные результаты будут использованы в последующих 

исследованиях. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства 

образования и науки Республики Казахстан (ИРН АР08053189). 
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