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(𝜅4 + 𝛿0) 𝜅 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜅) =  
𝐵

𝐴
𝜅4 + 

𝛾 + 𝛿0𝐵

𝐴
, 

где 𝐴 и 𝐵 – комплексные параметры, характеризующие пористость 

льда. В этом случае решением уравнения будут только комплексные 

корни 𝑎 + 𝑖𝑏 (рис. 2). Заметим, что если 𝑎 + 𝑖𝑏 – корень, то −𝑎 − 𝑖𝑏 тоже 

является корнем. Вычислять эти корни предлагается с использованием 

периодичности 𝑏: 𝑏𝑛 = 𝜋𝑛 + 𝛿𝑛, |𝛿𝑛|<𝜋. Дальнейший алгоритм 

вычисления повторяет действия для случая упругой пластины. 
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Статья посвящена решению задачи о колебаниях упругой ледовой 

пластины с нулевой пористостью. Колебания льда вызваны внешней 

нагрузкой с амплитудой, осциллирующей по времени. В отдалении от 

нагрузки колебания льда принимают форму стоячих волн. С помощью 

функции Грина исходная задача сводится к определению профилей 
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колебаний льда по вертикальной координате, которая решается 

методом вертикальных мод.  

Ключевые слова: идеальная жидкость, гидроупругие волны, 

пористость, ледовая пластина, потенциальное течение. 

 

Взаимодействие гравитационных волн с тонкими пористыми 

структурами представляет значительный интерес [1], [2]. Существует 

множество примеров математических моделей океанских волн, 

взаимодействующих с пористыми структурами. Например, с развитием 

строительства в морях и океанах инженерных сооружений важными 

являются исследования по снижению нагрузки на океанские 

сооружения специальными пористыми волнорезами. В этом случае 

теоретические исследования часто используют приближение тонких 

пластин и фокусируются на анализе характеристик этих структур при 

ослаблении волн путем их рассеяния [3]. 

В работе [4] исследованы нестационарные колебания пороупругого 

ледового покрова под действием приложенного периодического 

давления. Было получено, что увеличение параметра пористости 

увеличивает прогибы пороупругой пластины в области приложенного 

давления, уменьшает прогибы в отдалении от него, уменьшает наб-

людаемую область колебаний. Также было показано, что пористость 

увеличивает длину гидроупругой волны, распространяющейся от 

области приложенного давления. 

Рассматриваются колебания упругой ледовой пластины, вызванные 

внешним давлением. Жидкость под пластиной невязкая, несжимаемая и 

имеет конечную глубину H, (−H < y < 0). Вдоль оси x пластина 

неограниченная, (x, y) – декартовы координаты. Течение, вызванное 

прогибом пластины, считается потенциальным. Вертикальное 

перемещение (прогибы) пластины из положения равновесия 𝑤(𝑥, 𝑡) 
удовлетворяет уравнению колебаний тонкой упругой балки, потенциал 

скорости течения жидкости 𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) удовлетворяет уравнению Лапла-
са. Колебания пластины вызваны приложенным внешним давлением с 

амплитудой, осциллирующей с постоянной частотой.  

Рассмотрим случай, когда прогибы льда в отдалении от нагрузки 

примут форму стоячих волн, периодически осциллирующих с частотой 

колебания амплитуды внешней нагрузки. В этом случае система 

уравнений, описывающая рассматриваемую задачу, имеет вид: 

𝑀𝑤𝑡𝑡 + 𝐸𝐽𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑝(𝑥, 0, 𝑡) − 𝑃𝑒𝑥𝑡(𝑥)𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡), (1) 

𝜑
𝑥𝑥
+ 𝜑

𝑦𝑦
= 0  (−𝐻 < 𝑦 < 0), (2) 
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𝜑
𝑦
= 0   (𝑦 =  −𝐻),    𝜑

𝑦
=  𝑤𝑡(𝑦 = 0), (3) 

𝑝(𝑥, 0, 𝑡) = −𝜌𝜑𝑡(𝑥, 0, 𝑡) −  𝜌𝑔𝜔   (𝑦 = 0). (4) 

где 𝑝(𝑥, 0, 𝑡) – гидродинамическое давление на границе лед–жидкость, 

определяемое из линеаризованного интеграла Коши-Лагранжа, 𝑀 =

 𝜌𝑖ℎ𝑖 – масса льда на единицу площади, 𝜌
𝑖
 – плотность льда, ℎ𝑖 – 

толщина пластины, 𝑃𝑒𝑥𝑡(𝑥) – функция, описывающая форму внешней 

нагрузки, 𝐸𝐽 = 𝐸ℎ𝑖
3/(12(1 − 𝜈2)) – изгибная жесткость пластины, 𝐸 – 

модуль Юнга, 𝜈 – коэффициент Пуассона, 𝑤𝑥𝑥𝑥𝑥 =  𝜕
4𝑤/𝜕𝑥4, 𝜔 – 

частота осцилляций амплитуды внешней нагрузки. Внешняя нагрузка 

имеет заданную форму в виде функции локализованного пятна 

давления 𝑃𝑒𝑥𝑡(𝑥). 
Отсутствие пористости, вязкости и других демпфирующих 

эффектов приводит к необходимости постановки условий на прогибы в 

отдалении от нагрузки:  

𝑊~𝑊∞𝑒
−𝑖𝑘|𝑥|(|𝑥| → ∞), (5) 

Решение задачи (1)–(4) ищется в виде 

𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑅𝑒[𝑊(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡],     𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑅𝑒[𝑖𝜔𝛷(𝑥, 𝑦)𝑒𝑖𝜔𝑡],  

где 𝑘 – волновое число и 𝑊∞ – амплитуда гидроупругих волн в 

отдалении от нагрузки.  

После подстановки прогибов и потенциала в указанном виде в 

систему уравнений, краевая задача (1)–(5) решается с помощью 

функции Грина: 

𝑊(𝑥) = ∫ 𝑃𝑒𝑥𝑡(𝑥0)

∞

−∞

𝐺(𝑥, 𝑥0)𝑑𝑥0,   

𝛷(𝑥, 𝑦) = ∫ 𝑃𝑒𝑥𝑡(𝑥0)

∞

−∞

𝛹(𝑥, 𝑥0, 𝑦)𝑑𝑥0.  

Уравнение для поиска G и Ψ следует из уравнения (1). 

Соответствующий дифференциальный оператор имеет постоянные 

коэффициенты, поэтому можем записать  

𝐺(𝑥, 𝑥0) =  𝐺1(𝑥 − 𝑥0), где 𝐺1(−𝑥) =  𝐺1(𝑥),  
𝛹(𝑥, 𝑥0, 𝑦) =  𝛹1(𝑥 − 𝑥0, 𝑦), где 𝛹1(−𝑥, 𝑦) =  𝛹1(𝑥, 𝑦).  

Путем несложных математических преобразований можно получить 

краевые условия для 𝐺1(𝑥), описывающие уходящие волны: 𝐺1
′(0) = 0, 

𝐺1
′′′(0) = −

1

2
 и 𝛹1

′(0, 𝑦) = 0 – условие симметрии для 𝛹1(𝑥, 𝑦). 
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Пользуясь связью 𝐺1 и 𝛹1, исходная краевая задача сводится к задаче 

относительно 𝛹1:  

𝛹1
𝑉 + 𝛿0𝛹1

′  =  𝛾𝛹1  (𝑦 = 0) ,  

𝛹1,𝑥𝑥 + 𝛹1,𝑦𝑦 = 0  (−1 < 𝑦 < 0),  

𝛹1,𝑦 = 0   (𝑦 =  −1),  

𝛹1~𝛹1∞𝑒
−𝑖𝑘|𝑥|(|𝑥| → ∞).  

Решение последней задачи можно найти методом вертикальных 

мод: 

𝛹1(𝑥, 𝑦) =  ∑ 𝐶𝑛𝑒
−𝑖𝜅𝑛𝑥

∞

𝑛= −2
𝑛≠0

𝑓𝑛 + 𝐶0𝑒
𝑖𝜅0𝑥𝑓0, 

где 𝜅𝑛 – волновое число в безразмерном виде. 

Функции 𝑓 =  
cosh (𝜅𝑛(1+𝑦))

𝜅𝑛sinh (𝜅𝑛)
 называются вертикальными модами, 

которые нормированы и ортогональны в специальном смысле: 

< 𝐹, 𝐺 >= ∫ 𝐹(𝑧)𝐺(𝑧)𝑑𝑧
0

−1
+

1

𝛾
(𝐹′′′(𝑧)𝐺′(𝑧) +  𝐹′(𝑧)𝐺′′′(𝑧)).  

Коэффициенты этих функций находятся из краевых условий для 𝐺1 и 

определения ортогонального произведения. Для полного решения 

задачи необходимо вычислить 𝜅𝑛, которые являются корнями 

соответствующего дисперсионного соотношения  

(𝜅4 + 𝛿0) 𝜅 𝑡𝑎𝑛ℎ(𝜅) =  𝛾, 

𝛿0 и 𝛾 – параметры, характеризующие ледовый покров и жидкость.  

После определения корней дисперсионного соотношения, прогибы 

льда могут быть восстановлены через интеграл от функции Грина. 

Ожидается, что полученное решение будет являться предельным 

решением задачи о колебаниях пористой пластины при стремлении 

пористости к 0. 

Работа выполнена по проекту МК-204.2020.1 "Начально-краевые 

задачи для уравнений движения жидкостей в пороупругих средах и их 

приложения в динамике снежно-ледового покрова" при поддержке 

гранта Президента РФ. 
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Рассмотрим следующую квазилинейную систему составного типа, 

описывающую пространственное нестационарное изотермическое 

движение сжимаемой жидкости в вязкоупругой пористой среде [1, 2]: 
𝜕(1 − 𝜙)𝜌𝑠

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣((1 − 𝜙)𝜌𝑠𝑣⃗𝑠) = 0,     

𝜕(𝜌𝑓𝜙)

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑓𝜙𝑣⃗𝑓) = 0, 

𝜙(𝑣⃗𝑓 − 𝑣⃗𝑠) = −
𝑘𝜙𝑛

𝜇
(𝛻𝑝𝑓 − 𝜌𝑓𝑔⃗), 

𝛻 ⋅ 𝑣⃗𝑠 = −
𝜙𝑚

𝜂
𝑝𝑒 − 𝜙

𝑏𝛽𝜙(
𝜕𝑝𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑣⃗𝑠 ⋅ 𝛻𝑝𝑒), 

𝛻 ⋅ 𝜎 + 𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔⃗ = 0, 𝜌𝑡𝑜𝑡 = 𝜙𝜌𝑓 + (1 − 𝜙)𝜌𝑠, 

𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝜙𝑝𝑓 + (1 − 𝜙)𝑝𝑠, 𝑝𝑒 = (1 − 𝜙)(𝑝𝑠−𝑝𝑓). 

Здесь 𝜙 – пористость; 𝜌𝑓 , 𝜌𝑠, 𝑣⃗𝑠, 𝑣⃗𝑓 – соответственно истинные 

плотности и скорости фаз; 𝑝𝑒 – эффективное давление, 𝑝𝑡𝑜𝑡  – общее 


