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Рассмотрим следующую квазилинейную систему составного типа, 

описывающую пространственное нестационарное изотермическое 

движение сжимаемой жидкости в вязкоупругой пористой среде [1, 2]: 
𝜕(1 − 𝜙)𝜌𝑠

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣((1 − 𝜙)𝜌𝑠𝑣⃗𝑠) = 0,     

𝜕(𝜌𝑓𝜙)

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣(𝜌𝑓𝜙𝑣⃗𝑓) = 0, 

𝜙(𝑣⃗𝑓 − 𝑣⃗𝑠) = −
𝑘𝜙𝑛

𝜇
(𝛻𝑝𝑓 − 𝜌𝑓𝑔⃗), 

𝛻 ⋅ 𝑣⃗𝑠 = −
𝜙𝑚

𝜂
𝑝𝑒 − 𝜙

𝑏𝛽𝜙(
𝜕𝑝𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑣⃗𝑠 ⋅ 𝛻𝑝𝑒), 

𝛻 ⋅ 𝜎 + 𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔⃗ = 0, 𝜌𝑡𝑜𝑡 = 𝜙𝜌𝑓 + (1 − 𝜙)𝜌𝑠, 

𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝜙𝑝𝑓 + (1 − 𝜙)𝑝𝑠, 𝑝𝑒 = (1 − 𝜙)(𝑝𝑠−𝑝𝑓). 

Здесь 𝜙 – пористость; 𝜌𝑓 , 𝜌𝑠, 𝑣⃗𝑠, 𝑣⃗𝑓 – соответственно истинные 

плотности и скорости фаз; 𝑝𝑒 – эффективное давление, 𝑝𝑡𝑜𝑡  – общее 
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давление, 𝜌𝑡𝑜𝑡 – общая плотность; 𝑔⃗ – плотность массовых сил; 𝛽𝜙 – 

коэффициент сжимаемости твердого скелета, 𝜂 – динамическая 

вязкость твердой фазы, 𝑘 – проницаемость, 𝜇 – динамическая вязкость 

жикости, 𝜎 – общий тензор напряжений. Истинная плотность твердой 

фазы 𝜌𝑠 принимается постоянной. Система является замкнутой, 

если 𝑝𝑓 = 𝑝𝑓(𝜌𝑓) или 𝜌𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. В случае неполного уравнения 

баланса сил  
𝑑𝑝𝑡𝑜𝑡

𝑑𝑥𝑖
= −𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔  и 𝑔 = 0 разрешимость автомодельной 

задачи для исходной системы уравнений установлена в работе [3]. 

В одномерном случае при условии 𝜌𝑠, 𝜌𝑓 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 приходим к 

замкнутой системе уравнений для 𝜙, 𝑣𝑠, 𝑣𝑓 , 𝑝𝑠, 𝑝𝑓: 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕𝑥
(𝑣𝑓𝜙) = 0, 

𝜕(1 − 𝜙)

𝜕𝑡
+
𝜕

𝜕𝑡
(𝑣𝑠(1 − 𝜙)) = 0, 

𝜙(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) = −
𝑘𝜙𝑛

𝜇
(
𝜕𝑝𝑓

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑓𝑔), 

𝜕𝑣𝑠
𝜕𝑥

= −
𝜙𝑚

𝜂
𝑝𝑒 − 𝜙

𝑏𝛽𝜙(
𝜕𝑝𝑒
𝜕𝑡

+ 𝑣𝑠
𝜕𝑝𝑒
𝜕𝑥
), 

𝜕𝑝𝑡𝑜𝑡

𝜕𝑥
= −𝜌𝑡𝑜𝑡𝑔 + 2𝜂

𝜕

𝜕𝑥
((1 − 𝜙)

𝜕𝜐𝑠

𝜕𝑥
)). 

Перейдём в этой системе к безразмерным переменным: 

𝑡 = 𝑡1𝑡
′, 𝑥 = 𝑥1𝑥

′, 𝑣𝑓 = 𝑣1𝑣𝑓
′ , 𝑣𝑠 = 𝑣1𝑣𝑠

′ , 𝑝𝑓 = 𝑝1𝑝𝑓
′ , 𝑝𝑡𝑜𝑡 = 𝑝1𝑝𝑡𝑜𝑡

′  (далее 

штрихи опускаются), также положим: 𝑡1 =
𝑥1

𝑣1
, 𝛼 =

𝑘𝑝1

𝜇𝑣1𝑡1
,𝜆 = 𝛽𝜙𝑝1, 𝛽 =

𝑘𝜌1𝑔

𝜇𝑣1
, 𝛾 =

𝑝1𝑡1

𝜂
, 𝜁 =

2𝜂

𝑥1𝑡1𝑔𝜌𝑓
, 𝜌 =

𝜌𝑠

𝜌𝑓
и будем рассматривать автомодельное 

решение типа "бегущей волны". Полагая, что все искомые функции 

зависят лишь от переменной 𝜉 = 𝑥 − 𝑐𝑡 (> 0) (c – постоянный 

параметр), после некоторых преобразований, приходим к следующей 

системе уравнений: 
𝑑

𝑑𝜉
(𝜙(−𝑐 + 𝑣𝑓)) = 0, 

(1) 

𝑑

𝑑𝜉
((1 − 𝜙)(𝑣𝑠 − 𝑐)) = 0, 

(2) 

𝜙(𝑣𝑓 − 𝑣𝑠) = −𝛼𝜙𝑛
𝑑𝑝𝑓

𝑑𝜉
− 𝛽𝜙𝑛, 

(3) 

𝑑𝑣𝑠
𝑑𝜉

= −𝛾𝜙𝑚𝑝𝑒 − 𝜆𝜙
𝑏(𝑣𝑠 − 𝑐)

𝑑(𝑝𝑡𝑜𝑡 − 𝑝𝑓)

𝑑𝜉
, 

(4) 
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ϰ
𝑑𝑝𝑡𝑜𝑡
𝑑𝜉

= ζ
𝑑

𝑑𝜉
((1 − 𝜙)

𝑑𝑣𝑠
𝑑𝜉
) + 𝜌(1 − 𝜙) − 𝜙. 

(5) 

 

Система дополняется граничными условиями: 

𝑣𝑠(0) = 𝑣𝑠
0 , 𝑣𝑓(0) = 𝑣𝑓

0 , ϕ(0) = ϕ0, 

lim
𝜉→∞

𝑣𝑠(𝜉) = 𝑢+, lim
𝜉→∞

𝑣𝑓(𝜉) = 𝑢
+, lim
𝜉→∞

𝜙(𝜉) = 𝜙+, 

где 𝑣𝑠
0, 𝑣𝑓

0, ϕ0, 𝜙+ – заданные постоянные, удовлетворяющие условиям 

𝑣𝑠
0 ≠ 𝑣𝑓

0, 𝜙0 ≠ 𝜙+. 

Из уравнений (1), (2) системы получим: 

𝑐 =
𝜙+(1 − 𝜙0)𝑣𝑠

0 − ϕ0(1 − 𝜙+)𝑣𝑓
0

𝜙+ − 𝜙0
 , 

𝑢+ = ϕ0𝑣𝑓
0 + (1 − ϕ0)𝑣𝑠

0, 

𝐴2 =
(1 − 𝜙+)𝜙0(1 − 𝜙0)(𝑣𝑓

0 − 𝑣𝑠
0)

𝜙+ − 𝜙0
 , 𝐴1 =

𝜙+

1 − 𝜙+
𝐴2. 

Таким образом, система преобразуется к следующему виду: 
 

𝜙 (
𝐴1
𝜙
−

𝐴2
1 − 𝜙

) = −𝛼𝜙𝑛
𝑑𝑝𝑓

𝑑𝜉
− 𝛽𝜙𝑛, 

 

(6) 

A2
𝑑

𝑑𝜉
(
1

1 − 𝜙
) = −𝛾𝜙𝑚(𝑝𝑡𝑜𝑡 − 𝑝𝑓) − 𝜙

𝑏
λA2
1 − 𝜙

𝑑𝑝𝑒
𝑑𝜉
, 

 

(7) 

ϰ
𝑝𝑡𝑜𝑡
𝑑𝜉

= ζ𝐴2
𝑑

𝑑𝜉
((1 − 𝜙)

𝑑

𝑑𝜉
(

1

1 − 𝜙
)) + 𝜌(1 − 𝜙) − 𝜙. 

 

(8) 

Предположим, что скелет обладает более вязкими свойствами, 

нежели упругими, тогда во втором уравнении данной системы 

останется только первое слагаемое в правой части. 

Выразим из уравнений (6) и (8) полученной системы 
𝑑𝑝𝑓

𝑑𝜉
 и 

𝑑𝑝𝑡𝑜𝑡

𝑑𝜉
 

соответственно. Поделим (7) на 𝜙𝑚, продифференцируем его и 

подставим выраженные производные. Таким образом, получим 

уравнение для нахождения функции 𝜙: 

(
𝜙−𝑚

(1 − 𝜙)2
+

𝜁

𝜘(1 − 𝜙)
)
𝑑2𝜙

𝑑𝜉2
+ (

2𝜙−𝑚

𝛾(1 − 𝜙)3
−
𝑚𝜙−𝑚−1

𝛾(1 − 𝜙)2
+

𝜁

𝜘(1 − 𝜙)
) (
𝑑𝜙

𝑑𝜉
)
2

+ 

+
𝐴1𝜙

𝑛

𝛼𝐴2
−

𝜙1−𝑛

𝛼(1 − 𝜙)
−
𝜙 + (1 − 𝜙)𝜌

𝜘𝐴2
+

𝛽

𝛼𝐴2
= 0. 
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Поиск решения данного уравнения выполнен методом установ-

ления. Результаты приведены на рисунках 1-2. Линии разного цвета 

отвечают за значение функции на каждом временном слое. 

 
Рисунок 1 – Зависимость функции пористости от автомодельной  

переменной в случае значений параметров (𝑡1, 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾, 𝑘, 𝜁, 𝜌), взятых 

из [4] 

 
Рисунок 2 – Зависимость функции пористости от автомодельной  

переменной в случае равенства единице параметров 

(𝑡1, 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾, 𝑘, 𝜁, 𝜌) 
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