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Аннотация

В работе записано уравнение потока Риччи на трехмерной метрической группе Ли
SU(2) с полусимметрической связностью. Замечено, что поток Риччи полусимметри-
ческой связности совпадает с потоком Риччи связности Леви-Чивиты на SU(2).
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1. Введение

Пусть M — риманово многообразие размерности n. Определим на M однопараметри-
ческое семейство римановых метрик g(t) и запишем уравнение потока Риччи

∂

∂t
g(t)ij = −2Ric(g(t))ij, (1)

где Ric —тензор Риччи многообразия M .
Уравнение (1) впервые исследовалось Р.Гамильтоном в [1].
Определим на M полусимметрическую связность ∇ формулой

∇XY = ∇g
XY + g(X, Y )V − g(V, Y )X, (2)

где V — некоторое фиксированное векторное поле, X и Y — произвольные векторные
поля,∇g — связность Леви-Чивиты. Связность∇ является метрической и впервые описана
Э. Картаном в [2].

Тензор кривизны и тензор Риччи связности ∇ определяются соответственно равен-
ствами

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z, Ric(X, Y ) = tr(Z → R(X,Z)Y ).

2. Поток Риччи группы SU(2)

Пусть далее M = SU(2) — трехмерная унимодулярная группа Ли. Рассмотрим базис
Дж. Милнора левоинвариантных векторных полей {E1, E2, E3}, такой, что [3]

[E1, E2] = E3, [E3, E1] = E2, [E2, E3] = E1.

Рассмотрим на SU(2) семейство левоинвариантных римановых метрик

g(t) = A(t)(θ1)2 +B(t)(θ2)2 + C(t)(θ3)2,
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где {θi} — кобазис к базису Милнора {Ei}.
Используя математические модели работы [4], определим компоненты тензора Риччи

метрики g(t)

Ric11 =
2BC − C2 −B2 + A2 − 2A(V 3)2BC2 − 2A(V 2)2B2C

2BC
,

Ric12 = −1/2BV 3 + 1/2AV 3 − 1/2CV 3 +BV 2AV 1,

Ric13 = 1/2CV 2 − 1/2AV 2 + 1/2BV 2 + V 1AV 3C,

Ric21 = 1/2AV 3 − 1/2BV 3 + 1/2CV 3 +BV 2AV 1,

Ric22 = −1/2
C2 − 2AC −B2 + A2 + 2AV 32BC2 + 2BV 12A2C

AC
,

Ric23 = −1/2CV 1 − 1/2AV 1 + 1/2BV 1 +BV 2V 3C,

Ric31 = −1/2AV 2 − 1/2BV 2 + 1/2CV 2 + V 1AV 3C,

Ric32 = 1/2BV 1 + 1/2AV 1 − 1/2CV 1 +BV 2V 3C,

Ric33 = −1/2
−2AB +B2 − C2 + A2 + 2AV 22B2C + 2BV 12A2C

AB
,

где V = {V 1, V 2, V 3}.
Запишем уравнение потока Риччи на группе Ли SU(2) с полусимметрической связно-

стью

d

dt
A =

(B − C)2 − A2 + 2ABC((V 3)2C + (V 2)2B)

BC
,

0 = BV 3 − AV 3 + CV 3 − 2BV 2AV 1,

0 = CV 2 − AV 2 +BV 2 + 2V 1AV 3C,

0 = AV 3 −BV 3 + CV 3 + 2BV 2AV 1,

d

dt
B =

(A− C)2 −B2 + 2ABC((V 3)2C + (V 1)2A)

AC
,

0 = CV 1 + AV 1 −BV 1 − 2BV 2V 3C,

0 = AV 2 +BV 2 − CV 2 − 2V 1AV 3C,

0 = BV 1 + AV 1 − CV 1 + 2BV 2V 3C,

d

dt
C =

(A−B)2 − C2 + 2ABC((V 2)2B + (V 1)2A)

AB
.

Нетрудно заметить, что данная система имеет решение только при тривиальном век-
торном поле V . Таким образом, поток Риччи на группе SU(2) относительно полусимметри-
ческой связности совпадает на SU(2) с потоком Риччи связности Леви-Чивиты, который
исследовался в [5].

3. Заключение

В работе определен поток Риччи на группе SU(2) относительно полусимметрической
связности. Замечено, что на данной группе поток Риччи полусимметрической связности
совпадает с потоком Риччи связности Леви-Чивиты. Аналогично может быть записано
уравнение потока Риччи на других трехмерных метрических группах Ли.
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