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Аннотация

В работе исследуется тензор кривизны 3-мерных унимодулярных групп Ли с по-
лусимметрической связностью и левоинвариантной римановой метрикой, удовлетво-
ряющей симметрическому уравнению Эйнштейна.
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1. Общие сведения

Пусть (M, g) — риманово многообразие. Определим на данном многообразии метриче-
скую связность ∇ с помощью формулы

∇XY = ∇g
XY + g(X, Y )V − g(V, Y )X, (1)

где V — некоторое фиксированное векторное поле, X и Y — произвольные векторные
поля, ∇g — связность Леви-Чивиты. Связность ∇ является одной из трех основных связ-
ностей, описанных Э. Картаном в [1], и называется полусимметрической связностью или
связностью с векторным кручением (с точностью до направления) [2, 3].

Тензор кривизны и тензор Риччи риманова многообразия (M, g) относительно полу-
симметрической связности задаются соответственно равенствами

R(X, Y )Z = ∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z,

r(X, Y ) = tr(U → R(X,U)Y ).

Отметим, что тензор кривизны полусимметрической связности обладает следующими
симметриями

R(X, Y )Z = −R(Y,X)Z;

R(X, Y, Z, T ) = −R(X, Y, T, Z).

и тензор Риччи полусимметрической связности, вообще говоря, не является симметриче-
ским.

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 22-21-00111), а также в рамках реализации Про-
граммы поддержки научно-педагогических работников ФГБОУ ВО «Алтайский государственный универ-
ситет», проект «Символьные вычисления на многообразиях с метрикой».
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Назовем многообразие (M, g) эйнштейновым, если тензор rij удовлетворяет одному из
следующих уравнений [4,5]:

TypeA rij = Λgij;

TypeB rij = Λ(x)gij;

Type C r(ij) = Λgij;

TypeD r(ij) = Λ(x)gij,

где r(ij) — симметрическая часть тензора Риччи, Λ — константа, Λ(x) — функция на
многообразии.

Рассмотрим уравнение типа C, которое назовем симметрическим уравнением Эйнштей-
на.

2. Тензор кривизны

Пусть M = G — группа с левоинвариантной римановой метрикой Ли; LG — алгебра
Ли группы Ли G. Зафиксируем базис {e1, . . . , en} в алгебре LG и положим

[ei, ej] = ckijek,

где ckij — структурные константы алгебры Ли.
Известно, что символы Кристоффеля связности Леви-Чивиты ∇g выражаются через

структурные константы и компоненты метрического тензора

(Γg)kij =
1

2
gks (cijs − cjsi + csij)

Пусть V ∈ LG, тогда компоненты полусимметрической связности ∇ (1) задаются
равенством

Γkij = (Γg)kij + gijV
k − V sgsjδ

k
i

Компоненты тензора кривизны и тензора Риччи можно вычислить с помощью соот-
ветствующих формул

Rijks =
(
ΓlijΓ

p
jl − ΓljkΓ

p
il + clijΓ

p
lk

)
gps,

rij = Rijksg
js

Рассмотрим трехмерный случай. Переобозначим структурные константы алгебры Ли
в соответствии со следующей теоремой.

Теорема 1. [6] Пусть G — трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвариантной
римановой метрикой. Тогда в алгебре Ли U группы G существует ортонормированный
базис {e1, e2, e3} такой, что

[e1, e2] = λ3e3, [e3, e1] = λ2e2, [e2, e3] = λ1e1.

Тогда справедлива

Теорема 2. [7] Пусть (G, g,∇) — трехмерная унимодулярная группа Ли с левоинвари-
антной римановой метрикой g и полусимметрической связностью ∇, удовлетворяющая
уравнению

rij + rji = Λgij. (2)

Тогда алгебра Ли изоморфна so(3) или e(2), а структурные константы ее алгебры Ли и
координаты векторного поля V входят в следующий список:
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1. λ1 = λ2 =
λ23+v

2
3

λ3
, λ3 ∈ R+ \ {0}, V = {0, 0, v3},Λ = λ23.

2. λ1 = 1
2
(λ3 ±

√
λ23 − 4v21), λ2 = λ3 ∈ R+, V = {v1, 0, 0}, v21 ≤

λ23
4
,Λ = λ1λ3 − v21.

3. λ1 = λ3 ∈ R+, λ2 = 1
2
(λ3 ±

√
λ23 − 4v22), V = {0, v2, 0}, v22 ≤

λ23
4
,Λ = λ2λ3 − v22.

Пусть мы находимся в условиях данной теоремы.
Случай 1. λ1 = λ2 =

λ23+v
2
3

λ3
, λ3 ∈ R+ \ {0}, V = {0, 0, v3},Λ = λ23. Используя математиче-

скую модель, описанную выше, вычислим тензор кривизны для данного случая. Получим
следующие существенные компоненты

R1212 = R1313 = R2323 =
1

4
λ23;

R3231 = −R3132 =
1

2
v3λ3.

Поскольку в рассматриваем случае λ3 6= 0, то тензор кривизны нетривиален.

Случай 2. λ1 = 1
2

(
λ3 ±

√
λ23 − 4v21

)
, λ2 = λ3 ∈ R+, V = {v1, 0, 0}, v21 ≤

λ23
4
,Λ = λ1λ3 − v21.

Действуя аналогично случаю 1, вычислим тензор кривизны для данного случая. Приведем
существенные компоненты

R1212 = R1313 =
1

16

(
±λ3 +

√
λ23 − 4v21

)2

;

R3121 = R1231 =
1

4
v1

(
λ3 ±

√
λ23 − 4v21

)
;

R2323 =
1

8
λ23 ±

1

8
λ3

√
λ23 − 4v21 −

1

4
v21.

Заметим, что тензор кривизны тривиален, только при равенстве нулю координаты v1 век-
торного поля V . Это равносильно тому, что полусимметрическая связность вырождается
в связность Леви-Чивиты.

Случай 3. λ1 = λ3 ∈ R+, λ2 = 1
2
(λ3 ±

√
λ23 − 4v22), V = {0, v2, 0}, v22 <

λ23
4
,Λ = λ2λ3 − v22.

Используя математическую модель, описанную выше, вычислим тензор кривизны для
данного случая. Получим следующие существенные компоненты

R1212 = R2323 =
1

16

(
±λ3 +

√
λ23 − 4v22

)2

;

R3221 = R1232 =
1

4
v2

(
λ3 ±

√
λ23 − 4v22

)
;

R1313 =
1

8
λ23 ±

1

8
λ3

√
λ23 − 4v22 −

1

4
v22.

Нетрудно проверить, что тензор кривизны тривиален, только при v2 = 0 векторного поля
V . Это равносильно тому, что полусимметрическая связность вырождается в связность
Леви-Чивиты.

Таким образом, справедлива
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Теорема 3. На трехмерных унимодулярных группах Ли с нетривиальной полусиммет-
рической связностью, удовлетворяющей уравнению Эйнштейна типа С, тензор кривиз-
ны не тривиален.

Заметим, что для метрик Эйнштейна типа A выполняется

Теорема 4. [8, 9] Если для трехмерного (псевдо)риманова локально однородного про-
странства с полусимметрической метрической связностью выполняется уравнение
Эйнштейна, то либо векторное поле V тривиально, либо тензор кривизны равен ну-
лю.

3. Заключение

В данной работе исследовался тензор кривизны 3-мерных унимодулярных групп Ли с
полусимметрической связностью и левоинвариантной римановой метрикой, удовлетворя-
ющей симметрическому уравнению Эйнштейна (уравнению Эйнштейна типа С). Доказа-
но, что среди указанных метрик существуют такие, что тензор кривизны нетривиален, и
полусимметрическая связность отлична от связности Леви-Чивиты.
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