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Аннотация

Работа посвящена изучению преобразования Беклунда - Бианки для поверхностей
постоянной отрицательной гауссовой кривизны. Получены дифференциальные урав-
нения, определяющие преобразование Беклунда - Бианки. В частности, построено
преобразование Беклунда-Бианки для псевдосферы.
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1. Введение

Изучение псевдосферических поверхностей имеет большое значение для интерпрета-
ций планиметрии Лобачевского. Установлена связь геометрических характеристик псевдо-
сферических поверхностей с нелинейными дифференциальными уравнениями и уравнени-
ями sin-Гордона. Уравнение sin-Гордона играет важную роль в современной физике [1,2].
Преобразования Беклунда - Бианки позволяют по данной псевдосферической поверхности
получить новые псевдосферические поверхности.

Теория преобразования Бианки в трехмерном пространстве E3 и теория n - мерных
многообразий в E2n−1 излагается работе Аминова Ю.А. [3] и Tenenblat K. [4]. Преобразо-
ванию Беклунда-Бианки посвящены работы [5,6]. В [7, гл.12, §59, п.3], [8, гл. Ф. Миндинг,
п.3], [9, 10] описаны поверхности вращения постоянной гауссовой крвизны. Поверхности
вращения постоянной отрицательной гауссовой кривизны – это волчок Миндинга, катушка
Миндинга, псевдосфера. К поверхностям постоянной отрицательной гауссовой кривизны
относятся также поверхность Куэна и поверхность Дини. В работе построено преобразо-
вание Беклунда - Бианки для псевдосферы.

2. Преобразование Беклунда - Бианки

Рассмотрим две гладкие поверхности M , M̄ и диффеоморфизм f : M → M̄ . Каса-
тельные плоскости в соответствующих точках p ∈ M , f(p) ∈ M̄ пересекаются по прямой
(p, f(p)), образуя постоянный двугранный угол θ, причем вектор

−−−→
pf(p) = ρVp, где Vp —

орт, ρ = const.
Теорема Беклунда утверждает, что если поверхность M имеет гауссову кривизну

K = − 1
ρ2
sin2(θ), то и поверхность M̄ имеет ту же кривизну. Если угол θ прямой, то

преобразование Беклунда называется преобразованием Бианки.
Обозначим через n – орт нормали к поверхности M в точке p ∈ M , а через n̄ – орт

нормали к поверхности M̄ в точке f(p) ∈ M̄ .
Имеем

n̄ = sin(θ)[V, n] + cos(θ)n, (1)

где [V, n] – векторное произведение векторов V , n.
Пусть поверхность M , заданая радиус-вектором r = r(u1, u2), отнесена к линиям кри-

визны.
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Обозначим через R(u1, u2) – радиус-вектор точки поверхности f(p) ∈ M̄ и рассмотрим
отображение

R(u1, u2) = r(u1, u2)− ρV (u1, u2), ρ = const. (2)

Имеем
Ri = ri − ρ∂iV. (3)

Рассмотрим разложение вектора Ri относительно ортобазиса V, [V, n], n.

Ri = αiV + βi[V, n] + γin. (4)

Лемма 1. Имеют место равенства

αi = gisV
s, γi = −ρbisV s, βi = ρbisV

sctg(θ), (5)

где gij, bij – первая и вторая квадратичные формы поверхности M , соответственно.

Доказательство. Умножим (3) и (4) скалярно на V и сравним. Имеем

αi = (ri, V )− ρ(∂iV, V ).

Так как (V, V ) = 1, (∂iV, V ) = 0, получим αi = gisV
s.

Умножим (3) и (4) скалярно n.

γi = (ri, n)− ρ(∇iV, n)− ρbisV s = −ρbisV s.

Так как (Ri, n̄) = 0, то
βi = −ctg(θ)γi = ρbisV

sctg(θ).

Учитывая, что b12 = 0, g12 = 0, докажем следующую теорему.

Теорема 1. Преобразование Беклунда определяется системой

ρ∇1V
1 = ρ(∂u1V

1 + Γ1
1sV

s) = 1− g11(V 1)2 − ρ ctg(θ)b11V
1

√
g22
g11

V 2,

ρ∇1V
2 = ρ(∂u1V

2 + Γ2
1sV

s) = −g11V 1V 2 − ρ ctg(θ)b11V
1(−
√
g11
g22

V 1),

ρ∇2V
1 = ρ(∂u2V

1 + Γ1
2sV

s) = −g22V 1V 2 − ρ ctg(θ)b22V
2

√
g22
g11

V 2,

ρ∇2V
2 = ρ(∂u2V

2 + Γ2
2sV

s) = 1− g22(V 2)2 − ρ ctg(θ)b22V
2(−
√
g11
g22

V 1),

g11(V
1)2 + g22(V

2)2 = 1.

(6)

Доказательство. Из (3) имеем

ri − ρ∇iV = αiV + βi[V, n]. (7)

Определим [V, n].

n =
[r1, r2]√
g11g22

, V = V 1r1 + V 2r2.

[V, n] =
1

√
g11g22

(V 1[r1, [r1, r2]] + V 2[r2, [r1, r2]]) =

√
g22
g11

V 2r1 −
√
g11
g22

V 1r2. (8)

Из (7), (8), (5) следует (6).
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В качестве примера рассмотрим преобразование Беклунда-Бианки псевдосферы.

3. Преобразование Беклунда псевдосферы

Будем строить преобразование Беклунда псевдосферы.
Имеем [7, с. 100], [8, с. 175]

r = ue(v) + f(u)k, f(u) =

∫ √
−u2 + 1

u2
du, (9)

e(v) = (cos(v), sin(v), 0), k = (0, 0, 1), K = −1.
Положим u1 = u, u2 = v. Определим gij, bij и символы Кристоффеля Γkij. Имеем

r1 = ru = e(v) + f ′(u)k, r2 = rv = ue′(v),

r11 = ruu = f ′′(u)k, r12 = ruv = e′(v), r22 = rvv = −ue(v).

g11 = (r1, r1) =
1

u2
, g12 = (r1, r2) = 0, g22 = u2. (10)

b11 = (r11, n) = − 1

u
√
−u2 + 1

, b12 = (r12, n) = 0, b22 = (r22, n) = u
√
−u2 + 1. (11)

Γ1
11 = −1

u
, Γ1

22 = −u3, Γ2
12 = Γ2

21 =
1

u
. (12)

Остальные Γkij равны нулю.
Положим θ = π

6
. Из условия K = − 1

ρ2
sin(θ)2 = −1 следует ρ = 1

2
. Система (6) примет

вид

∂uV
1(u, v)

2
− V 1(u, v)

2u
= 1− V 1(u, v)2

u2
+
uV 1(u, v)V 2(u, v)

√
3
√

4

4
√
−u2 + 1

,

∂vV
1(u, v)

2
− V 2(u, v)u3

2
= −u2V 1(u, v)V 2(u, v)− u3

√
−u2 + 1V 2(u, v)2

√
3
√

4

4
,

∂uV
2(u, v)

2
+
V 2(u, v)

2u
= −V

1(u, v)V 2(u, v)

u2
− V 1(u, v)2

√
3
√

4

4u3
√
−u2 + 1

,

∂vV
2(u, v)

2
+
V 1(u, v)

2u
= 1− u2V 2(u, v)2 +

√
−u2 + 1V 1(u, v)V 2(u, v)

√
3
√

4

4u
,

(V 1(u, v))2

u2
+ u2(V 2(u, v))2 − 1 = 0.

(13)

Используя математический пакет, убеждаемся, что

V 1(u, v) =
(4u5 + 12u3

√
−u2 + 1− 9u3 + 9u)

(u2 + 3)(2u2 + 3
√
−u2 + 1)

,

V 2(u, v) = −(u2 + 2
√
−u2 + 1− 1)

√
3

(u2 + 3)
√
−u2 + 1

(14)

удовлетворяют (13).

4. Преобразование Бианки псевдосферы

Будем строить преобразование Бианки псевдосферы.



Чешкова М.А. 77

Для преобразования Бианки ctg(θ) = 0, ρ = 1 и (6) примут вид

∂uV
1 − 1

u
V 1 = 1− 1

u2
(V 1)2, ∂vV

1 − u3V 2 = −u2V 1V 2,

∂uV
2 +

1

u
V 2 = − 1

u2
V 1V 2, ∂vV

2 +
1

u
V 1 = 1− u2(V 2)2,

(V 1(u, v))2

u2
+ u2(V 2(u, v))2 − 1 = 0.

(15)

Система (15) имеет решение

V 1 = u
u2v2 − 1

u2v2 + 1
, V 2 =

2v

u2v2 + 1
. (16)

Используем (9). Таким образом, поверхность M̄ имеет уравнение

M̄ : R(u, v) = ue(v) + f(u) k − V 1r1 − V 2r2,

r1 = e(v) +

√
1− u2
u2

k, r2 = ue′(v),
(17)

или, в силу (16),

R(u, v) =
2u

u2v2 + 1
(e(v)− ve′(v)) + (f(u)− V 1

√
1− u2
u2

) k. (18)

Положим u = sin(t). Имеем f(u) =
∫ √−u2+1

u2
du, f(t) =

∫ cos(t)2

sin(t)
dt = cos(t) + ln(tg( t

2
)).

Уравнения (18) поверхности M̄ примут вид

x =
2 sin(t)

v2 sin(t)2 + 1
(cos(v) + v sin(v)),

y =
2 sin(t)

v2 sin(t)2 + 1
(sin(v)− v cos(v)),

z =
2 cos(t)

v2 sin(t)2 + 1
+ ln(tg(

t

2
)).

Построим эту поверхность для t ∈
[
π
18
, π − π

18

]
, v ∈ [2π, 5π] (рисунок 1).

Полученная поверхность есть поверхность Куэна [11, c. 345].

Рисунок 1. Поверхность Куэна

Утверждение. Поверхность Куэна есть преобразование Бианки псевдосферы.
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