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Аннотация

При ограничениях определенного вида в исходной экстремальной задаче методы
внутренних и внешних штрафных функций логично комбинировать. Это комбиниро-
вание обуславливается достаточно конкретным видом ограничений, но, как оказыва-
ется, сохраняет теоретическую сходимость при тех же условиях, что и для “чистых”
методов.
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В работе рассматриваются вопросы сходимости методов комбинирования внешних и
внутренних (барьерных) штрафных функций в применении к задаче минимизации вы-
пуклой функции f на компакте K ⊂ Rn, задаваемом системой неравенствgj(x) ≤ 0,
j = 1, 2, ...,m, с выпуклыми функциями gj, в предположении, что существует точка x0, в
которой gj(x0) < 0 для всех j (не пустая внутренность K).

При этом рассматриваются выпуклые, при указанных условиях на функции, задаю-
щие ограничения, штрафные функции: показательная (бесконечный штраф), обратная и
штрафные функции Каплана А.А.
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Здесь последовательность Ak такая, что Ak > 0, Ak → +∞.
В работах [1–3] Полака Э., Сеа Ж., Фиакко А, Мак-Кормика Г. представлены ис-

следования вопросов сходимости методов внешних (бесконечный штраф) и внутренних
(обратный) штрафных функций

В работах [4,5] представлено исследование штрафов А.А. Каплана, являющихся внеш-
ними штрафами. В указанных условиях, начиная с некоторого номера, функции Fk(x) =
f(x)+Φk(x) достигают своего безусловного минимума, последовательность {xk} точек ми-
нимума функций Fk ограничена, любая ее предельная точка принадлежит множеству K
и доставляет минимум f на K.

Процесс численного решения экстремальной задачи методом штрафных функций –
это двухступенчатый итерационный процесс. При отыскании решения задачи на безуслов-
ный экстремум применяются, как правило, итерационные градиентные методы. Поэтому
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скорость сходимости композиции методов оценивается числом больших шагов (методом
штрафов), каждый из которых состоит из отыскания точки xkε – точки минимума функции
Fk(x) = f(x) + Φk(x), полученной градиентным методом с заданной точностью ε.

Следующая теорема, фрагменты обоснования которой представлены в работах [5–7],
дает оценки скорости сходимости методов штрафных функций.

Теорема 1. Пусть функции f ∈ C2(Rn), gj ∈ C1(Rn), j = 1, 2, ...,m – выпуклые,
(f ′′(x)ε, ε) ≥ γ ‖ε‖2 при некотором γ > 0 и любых x и ε. Тогда для 0 < τ < 1 при приме-
нении метода штрафов с использованием штрафных функций Каплана с градиентным
критерием останова lim

k→∞
εk = 0 справедливо неравенство:
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начиная с некоторого номера k (x∗ – точное решение исходной задачи, x0 – из внутрен-
ности множества K). Для функций бесконечного штрафа справедливо:
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а для обратного штрафа:

∥∥xk − x∗∥∥2 ≤ 1

γ

(
Aτ−1k

σ

(
f
(
x0
)
− f (x∗)

)
+mA−τk

)
+

ε2k
8γ2

,

где 0 < τ < 1.

При ограничениях определенного вида в исходной экстремальной задаче осуществля-
ется комбинирование внешних и внутренних штрафных функций. Это комбинирование
обуславливается достаточно конкретным видом ограничений, обсуждение которых приве-
дено, например, в [3,5]. Что касается вопросов сходимости для комбинированных штрафов
с использованием выше приведённых результатов, устанавливается справедливость утвер-
ждения следующей теоремы, представленной ранее в [8].

Теорема 2. Пусть в ранее оговорённых условиях и условиях теоремы 1 рассматрива-
ются решения xk задачи минимизации функции Fk(x) = f(x) + Φ′k(x) + Φ′′k(x), где Φ′k(x)
– внешние штрафные функции для части ограничений, а Φ′′k(x) – внутренние штрафные
функции для остальных ограничений. Для сочетаний следующих штрафных функций в
комбинированном методе – бесконечный и обратный штраф, штрафные функции Кап-
лана и обратный штраф, справедлива следующая оценка скорости сходимости метода
штрафных функций:
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где 0 < τ < 1.

Доказательство. Введем обозначения:

Ei =
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σ
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,
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Ri =
A−1i ln(αi)

σ
(F (x0)− F (x∗)) +mA
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8γ
.

Проведём доказательство для комбинации “бесконечный и обратный штраф”, для ком-
бинации “штрафные функции Каплана и обратный штраф” доказательство проводится
аналогично.

Для комбинированного метода имеет место следующее неравенство:

F (xiε)− F (x∗) < max(Ei, Ri).

Сравним Ei и Ri по каждому из слагаемых в отдельности:

1).
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Следовательно, Aτi → +∞ быстрее, чем ln(Ai). Для больших i отсюда получается
справедливость:

Aτi > ln(Ai) =⇒ Aτ−1i > A−1i ln(Ai), то есть
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2). Сравним mA−τi =
m
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m
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, где 0 < τ < 1. Имеем mA−τi > mA−1i .

Пункты 1) и 2) дают значение max(Ei, Ri) = Ei, и, следовательно, следующую оценку
скорости сходимости:
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Таким образом, установлено, что при комбинировании обратного и экспоненциального
метода штрафных функций получилась оценка, которая совпадает с оценкой обратного
штрафа. Из этого следует вывод, что оценка, полученная в теореме 1, не ухудшается при
комбинировании методов.
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