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Аннотация

В данной работе изучается симметрический поток Риччи на трехмерных унимоду-
лярных группах Ли с полусимметрической связностью. Уравнение потока в системе
координат Дж.Милнора приводится к системе алгебраических и дифференциальных
уравнений. Решая последовательно сначала подсистему из алгебраических уравнений
и после подставляя полученное решение в систему дифференциальных уравнений, мы
находим ограничение на симметрический поток Риччи на трехмерной унимодулярной
группе с метрикой Дж. Милнора относительно полусимметрической связности. В ка-
честве тестового примера рассматривается трехмерная группа SU(2).
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1. Введение

В данной работе симметрические потоки Риччи определяются на трехмерных группах
Ли с левоинвариантной римановой метрикой с полусимметрической связностью.

Пусть M — риманово многообразие размерности n. Определим на M полусимметри-
ческую связность ∇ формулой

∇XY = ∇g
XY + g(X, Y )V − g(V, Y )X,

где V – некоторое фиксированное левоинвариантное векторное поле, X и Y – произволь-
ные векторные поля, ∇g – связность Леви-Чивиты, g(X, Y ) – метрический тензор. Связ-
ность ∇ является метрической и впервые описана Э. Картаном в [1].

Определим на M однопараметрическое семейство римановых метрик g(t) и запишем
уравнение потока Риччи

∂

∂t
g(t) = −Ric(g(t)). (1)

Уравнение (1) впервые исследовалось Р. Гамильтоном для связности Леви-Чивиты в [2].
Известно, что тензор Риччи полусимметрической связности, вообще говоря, не является
симметрическим. Поэтому естественным является рассмотрение симметрической части
тензора Риччи и симметрического потока Риччи вида

∂

∂t
g(t) = −Sym(Ric(g(t))). (2)

Рассмотрен случай, когда G – трехмерная унимодулярная группа Ли. Тогда в алгебре
Ли группы G существует ортобазис {E1, E2, E3}, называемый базисом Дж. Милнора [3].
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Рассмотрим на G семейство левоинвариантных римановых метрик Дж. Милнора, ко-
торые ранее изучались K.Onda и Д.Кнопфом-К.Мак’Леодом, при изучении потоков Риччи
в случае связности Леви-Чивиты [4,5].

g = A(θ1)2 +B(θ2)2 + C(θ3)2,

где {θi} – кобазис к базису Дж. Милнора {Ei} и A,B,C > 0.
Определим компоненты тензора Риччи в базисе Дж.Милнора метрики g(t) в случае

полусимметрической связности. Тогда система уравнений симметрического потока Рич-
чи преобразуется в систему, содержащую три алгебраических и три дифференциальных
уравнения (более подробно см. [6, 7]). В качестве тестового примера рассмотрим группу
SU(2). Случаи других унимодулярных групп Ли рассматриваются аналогично.

2. Случай SU(2)

Изучим симметрический поток Риччи группы SU(2). Для этого определим компоненты
тензора Риччи метрики g(t)

Ric11 =
2BC − C2 −B2 + A2 − 2Av23B C2 − 2Av22B

2C

2BC
,

Ric12 = −1

2
Bv3 +

1

2
Av3 −

1

2
Cv3 +Bv2Av1,

Ric13 =
1

2
Cv2 −

1

2
Av2 +

1

2
Bv2 + v1Av3C,

Ric21 =
1

2
Av3 −

1

2
Bv3 +

1

2
Cv3 +Bv2Av1,

Ric22 = −C
2 − 2AC −B2 + A2 + 2Av23B C2 + 2Bv21A

2C

2AC
,

Ric23 = −1

2
Cv1 −

1

2
Av1 +

1

2
Bv1 +Bv2v3C,

Ric31 = −1

2
Av2 −

1

2
Bv2 +

1

2
Cv2 + v1Av3C,

Ric32 =
1

2
Bv1 +

1

2
Av1 −

1

2
Cv1 +Bv2v3C,

Ric33 = −−2AB +B2 − C2 + A2 + 2Av22B
2C + 2Bv21A

2C

2AB
,

где V = {v1, v2, v3}, и запишем уравнение симметрического потока Риччи на группе Ли
SU(2) с полусимметрической связностью. Для этого перепишем уравнение (2) в коорди-
натном виде:

−Bv3 + Av3 + 2Bv2Av1 = 0,

Cv2 − Av2 + 2v1Av3C = 0,

− Cv1 +Bv1 + 2Bv2v3C = 0,

2BC − C2 −B2 + A2 − 2Av23BC
2 − 2Av22B

2C

BC
= −2dA

dt
,

− C2 − 2AC −B2 + A2 + 2Av23BC
2 + 2Bv21A

2C

AC
= −2dB

dt
,

− −2AB +B2 − C2 + A2 + 2Av22B
2C + 2Bv21A

2C

AB
= −2dC

dt
.
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Выделим подсистему из алгебраических уравнений и найдем ее решения

1)A = A,B = B,C = C, V = (0, 0, 0).
2)A = C,B = B,C = C, V = (0, v2, 0).
3)A = A,B = C,C = C, V = (v1, 0, 0).
4)A = B,B = B,C = C, V = (0, 0, v3).

Заметим, что первый случай исследовался Д.Кнопфом и К.МакЛеодом [5]. Запишем
уравнение симметрического потока Риччи для решения 2) алгебраической подсистемы.

dC

dt
=

B

2C
+ v22BC − 1

dB

dt
= −1

2
· B

2

C2

С начальными условиями B(0) = B0, C(0) = C0

Введем замены y = B
C

и x = v22BC − 1. Вычислим производные:

dx

dt
=

d

dt

(
v22BC−1

)
= v22 ·

(
dB

dt
·C+B · dC

dt

)
= v22 ·

((
− 1

2
·B

2

C2

)
·C+B ·

( B
2C

+v22BC−1
))

=

= v22 ·
(
− B2

2C
+
B2

2C
+B ·

(
v22BC − 1

))
= v22B ·

(
v22BC − 1

)
= v22Bx

dy

dt
=

d

dt

(
B

C

)
=

1

C2
·
(
dB

dt
·C−B · dC

dt

)
=

1

C2
·
((
− 1

2
· B

2

C2

)
·C−B ·

( B
2C

+ v22BC− 1
))

=

=
1

C2
·
(
− B2

2C
− B2

2C
−B ·

(
v22BC − 1

))
=

1

C2
·
(
− B2

C
−B ·

(
v22BC − 1

))
= − 1

C
· (y2 + xy)

Получим систему: 
dy

dt
= − (y2+xy)

C

dx

dt
= v22Bx

В результате получаем дифференциальное уравнение:

dy

dx
= −(y2 + xy)

x
· 1

v22BC
= −(y2 + xy)

x(x+ 1)
= − y2

x(x+ 1)
− y

x+ 1

Для простоты примем dy
dx

= y′. Тогда получим дифференциальное уравнение Бернулли:

y′ +
y

x+ 1
= − y2

x(x+ 1)

Сведем уравнение к линейному дифференциальному уравнению введя замену z = 1
y
⇒

dz
dx

= − 1
x2
· dy
dx
. Получаем

dz

dx
− z

x+ 1
=

1

x(x+ 1)

Решением линейного неоднородного дифференциального уравнения первого порядка -
z′ + p(x)z = q(x) является z = e−P (x) ·

∫
q(x)eP (x) dx, где P (x) =

∫
p(x) dx

Посчитаем отдельно:

P (x) =

t∫
0

− 1

x+ 1
dx = − ln |x+ 1|+ ln |x0 + 1| = ln

x0 + 1

x+ 1
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t∫
0

1

x(x+ 1)
eln

x0+1
x+1 dx = (x0 + 1)

t∫
0

1

x(x+ 1)2
dx = (x0 + 1)

t∫
0

(
1

x
− 1

x+ 1
− 1

(x+ 1)2

)
dx =

=

(
ln
|x|
x+ 1

+
1

x+ 1
− ln

|x0|
x0 + 1

− 1

x0 + 1

)
· (x0 + 1)

Итак, решение имеет вид

z = (x+ 1) ·
(

ln
|x|
x+ 1

+
1

x+ 1
− ln

|x0|
x0 + 1

− 1

x0 + 1

)
Возвращаемся к заменам и в итоге получает решение исходного дифференциального

уравнения:
C

B
= v22BC ·

(
ln
|v22BC − 1|
v22BC

+
1

v22BC
− λ0

)
,

где λ0 = ln
|v22B0C0−1|
v22B0C0

+ 1
v22B0C0

3. Заключение

В работе получено ограничение на симметричный поток Риччи для полусимметри-
ческой связности в случае группы Ли SU(2). Случаи других унимодулярных групп Ли
рассматриваются аналогично. Для части из них получено решение в явном виде.
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