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Аннотация

Приводится пример построения построения модели бутылки Клейна, используя
периодические вектор-функции. Изучается инверсия рассматриваемой поверхности.

1. Введение

Пусть вдоль замкнутой кривой на поверхности в E3 обносится нормальный вектор. Ес-
ли при возвращении в исходную точку направление нормали совпадает с исходным, неза-
висимо от выбора кривой, то поверхность называется двусторонней. В противном случае
имеем одностороннюю поверхность.

Впервые уравнение односторонней поверхности, открытой Мебиусом, было получено
Машке [1]. Если гауссова кривизна листа Мебиуса равна нулю, то он называется плоским.
Библиография работ на эту тему дана в работе [2].

К односторонним поверхностям относятся: скрещенный колпак [3, c. 304]; римская по-
верхность [3, c. 305], [4, c. 302]; поверхность Боя [3, c. 305]; бутылка Клейна [3, c. 306].
Римская поверхность, поверхность Боя и скрещенный колпак с крышкой являются моде-
лью проективной плоскости. Односторонние поверхности исследуются автором в [5,6].

2. Основной результат

В евклидовом пространстве E3 рассмотрим гладкую замкнутую неплоскую кривую
γ , заданную 4π -периодической вектор-функцией ρ = ρ(u), которая не является 2π -
периодической и 2π - антипериодической.

Так как ρ(u) = ρ(u+ 4π), то функция

s(u) =
1

2
(ρ(u) + ρ(u+ 2π)), (1)

есть 2π -периодическая не равная нулю, а вектор-функция

l(u) =
1

2
(ρ(u)− ρ(u+ 2π)) (2)

есть 2π-антипериодическая не равная нулю.
С помощью этих функций построим пример односторонней поверхности, которая яв-

ляются моделью бутылки Клейна.
Рассмотрим замкнутую поверхность K:

r(u, v) = s(u) + sin(v)l(u)± sin(kv)(l(u+ π) + f(u)e) (3)

u ∈ [π, π], v ∈ [−π, π], k ∈ N, где f = f(u) – 2π - антипериодическая функция, а вектор e
есть постоянный.

Теорема 1. Поверхность K определяет модель бутылки Клейна.
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Доказательство. Рассмотрим бутылку Клейна как фактор-пространство [7, с. 75]

K∗ = [−π, π]× [−π, π]�[(−π,−v) ∼ (π, v), (u,−π) ∼ (u, π)].

Действительно,
r(u,−π) = s(u) = r(u, π),
r(−π,−v) = s(−π) + sin(−v)l(−π)± sin(−kv)(l(0) + f(−π)e) = s(π) + sin(v)l(π)±
± sin(kv)(l(2π) + f(π)e) = r(π, v).
Вeктор f(u)e удобно выбрать так , чтобы векторы l(u), l(u + π) + f(u)e были ортого-

нальными.
Если k – четное число, то кривая v = const есть кривая типа восьмерки с k секциями

и поверхность замкнутая.
Если k 6= 1 – нечетное число, то кривая v = const есть незамкнутая кривая, а поверх-

ность K есть поверхность с краем.
При k = 1 это отрезок прямой и поверхность K есть прямолинейный лист Мебиуса.

Теорема 2. Кривая r = r(u, 0) есть дезориентирующий контур поверхности K.

Доказательство. Имеем

ru(u, 0) = s(u)′, rv(u, 0) = l(u)± k(l(u+ π) + f(u)e),

n(u, 0) = [ru(u, 0), rv(u, 0] = [s(u)′, l(u)± k(l(u+ π) + f(u)e) = −n(u+ 2π, 0).

Теорема 3. Пусть вектор-функция r = r(u, v) определяет модель бутылки Клейна, а
функция f = f(u, v) удовлетворяет следующим условиям

1) f(u, v) не обращается в нуль на промежутке [−π, π],
2) f(π, v) = f(−π,−v), f(u,−π) = f(u, π).
Тогда вектор-функция r(u, v)∗ = f(u, v)r(u, v) также определяет модель бутылки

Клейна.

Доказательство. Непосредственно проверяется, что r∗(u,−π) = r∗(u, π), r∗(−π,−v) =
= r∗(π, v).

Рассмотрим инверсию

r∗ =
m2r

〈r, r〉
(4)

относительно окружности радиуса m с центром O(0, 0, 0)

Теорема 4. Если бутылка Клейна не проходит через центр инверсии, то инверсия бу-
тылки Клейна есть бутылка Клейна.

Доказательство. По условию теоремы функция ψ = 〈r, r〉 6= 0. Доказательство следует
из теоремы 3.

Обозначим полученную поверхность через KI.

Теорема 5. Если бутылка Клейна не проходит через центр инверсии, то дезориенти-
рующий контур поверхности K при инверсии (4) перейдет в дезориентирующий контур
поверхности KI.
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Доказательство. Имеем

r∗u(u, v) =
m2

ψ(u, v)
(−ψ

′
u(u, v)r(u, v)

ψ(u, v)
+ ru(u, v)),

r∗v(u, v) =
m2

ψ(u, v)
(−ψ

′
v(u, v)r(u, v)

ψ(u, v)
+ rv(u, v)).

n∗(u, v) =
m4

ψ(u, v)2
(n(u, v)− ψ′u(u, v)

ψ(u, v)
[r(u, v), rv(u, v)] +

ψ′v(u, v)

ψ(u, v)
[r(u, v), ru(u, v)]).

Рассмотрим функцию

ψ(u, v) = 〈s(u), s(u)〉+ sin(v)2〈l(u), l(u)〉+ sin(kv)2〈l(u+ π) + f(u)e, l(u+ π) + f(u)e〉+

+2 sin(v)〈s(u), l(u)〉 ± sin(kv)〈s(u), l(u+ π) + f(u)e〉 ± sin(v) sin(kv)〈l(u), l(u+ π) + f(u)e〉.
Так как

ψ(u, 0) = 〈s(u), s(u)〉 = ψ(u+ 2π, 0),

ψu(u, 0) = 2〈s(u)′, s(u)ψ(u+ 2π, 0)〉,
ψv(u, 0) = 2〈s(u), l(u)〉 ± 2k〈s(u), l(u+ π) + f(u)e〉 = −ψv(u+ 2π, 0),

то имеем n∗(u+ 2π, 0) = −n∗(u, 0). Теорема доказана.

3. Пример

Уравнение (3) при s(u) = (4 cos(u), 4 sin(u), 0), l(u) = (cos(u/2) cos(u), cos(u/2) sin(u),
sin(u/2)), k = 2, f = −2 cos(u/2), e = (0, 0, 1) определяет классическую бутылку Клейна
K, заданную в виде восьмерки.

Имеем

r(u, v) = (4 cos(u) + sin(v) cos(u/2) cos(u)− sin(2v) sin(u/2) cos(u),

2 sin(u) + sin(v) cos(u/2) sin(u)− sin(2v) sin(u/2) sin(u),

sin(v) sin(u/2) + sin(2v) cos(u/2)), u ∈ [−π, π], v ∈ [−π, π].

Следует заметить, что векторы l(u), l(u+ π) + f(u)e ортогональные и единичные.
Положим u = 0. Имеем кривую w : r(0, v) = (4 + sin(v), 0, sin(2v)).
Построим эту кривую (рис. 1). Она пересекает ось (Ox) в точках x = 3, x = 4, x = 5.

Рисунок 1. Кривая u = 0

Строим инверсию (темная) поверхности K (светлая) и кривой w для m = 2 (рис. 2),
m = 3 (рис. 3), m = 4 (рис. 4), m = 5 (рис. 5), m = 6 (рис. 6).
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Рисунок 2. Инверсия K, m = 2

Рисунок 3. Инверсия K, m = 3

Рисунок 4. Инверсия K, m = 4
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Рисунок 5. Инверсия K, m = 5

Рисунок 6. Инверсия K, m = 6
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