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Аннотация

Кососимметрической N-связностью на почти контактном метрическом многообразии M на-
зывается полу-метрическая N-связность ∇N с кососимметрическим кручением. Задание на мно-
гообразии M полу-метрической N-связности эквивалентно заданию пары (∇, N), где ∇ — внут-
ренняя метрическая связность, N : D → D — эндоморфизм распределения D. Полу-метрическая
N-связность с кососимметрическим кручением на почти контактном метрическом многообразии
определена однозначно и является метрической тогда и только тогда, когда структурное поле
~ξ киллингово. Доказывается, что в случае многообразия Сасаки метрическая кососимметриче-
ская N-связность плоская тогда и только тогда, когда тензор Схоутена внутренней связности
обращается в нуль.
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1. Введение

Особый интерес в контексте приложения римановой геометрии к теоретической фи-
зике вызывают римановы многообразия, оснащенные метрической связностью с кручени-
ем [1,2]. Пусть ∇̃— связность Леви-Чивита риманова многообразияM, а∇N - метрическая
связность с кручением S(~x, ~y) = ∇~x~y −∇~y~x− [~x, ~y]. Известно [2], что если тензорное поле
S̃(~x, ~y, ~z) = g(S(~x, ~y), ~z) называемое нами также тензором кручения метрической связно-
сти, кососимметрично по всем аргументам, то многообразия (M, ∇̃) и (M,∇N) находятся в
проективном соответствии. Подробному описанию положения дел в области исследования
(псевдо) римановых многообразий, оснащенных связностью (метрической или нет) при-
ведено в работе [1]. Там же указано на то, что в случае почти контактных метрических
многообразий основным объектом исследования являлись конкретные классы связностей
с кручением — полусимметрические и четверть-симметрические связности.

В работе [3] автором настоящей статьи исследовались связности, определяемые на суб-
римановом многообразии M контактного типа. Многообразие M оснащено субримановой
структурой (M, ~ξ, η, g), где η и ~ξ 1-форма и единичное векторное поле, порождающие, со-
ответственно, ортогональные между собой распределения D и D⊥. Указанные связности
ассоциируются с парой (∇, N), где ∇ — внутренняя метрическая связность, а N : D → D
— эндоморфизм распределения D, названный в работе [3] структурным эндоморфизмом.
Субриманово многообразие нечетной размерности, оснащенное дополнительно эндомор-
физмом ϕ : D → D таким, что ϕ2 = −I + η ⊗ ~ξ, называется почти контактным метри-
ческим многообразием. Для почти контактных метрических многообразий, образующих
специальный класс римановых многообразий, естественным является выбор связности
Леви-Чивита. Однако, в ряде случаев, больший интерес представляют связности, обеспе-
чивающие параллельный перенос допустимых векторов (принадлежащих распределению
D) вдоль допустимых кривых (касающихся распределения D).
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В работе [3] было доказано, что на субримановом многообразии существует единствен-
ная N-связность ∇N с ненулевым кососимметрическим кручением S, которая является
метрической тогда и только тогда, когда выполняется равенство L~ξg = 0. Там же была
доказана теорема, утверждающая, что полу-метрическая N-связность с кососимметриче-
ским кручением, заданная на субримановом многообразии контактного типа, является
плоской тогда и только тогда, когда тензор Схоутена субриманова многообразия обраща-
ется в нуль и ∇N = 0. В настоящей работе указанные выше результаты уточняются для
случая сасакиева многообразия. А именно, доказывается, что метрическая связность N-
связность с кососимметрическим кручением является плоской тогда и только тогда, когда
тензор Схоутена многообразия Сасаки обращается в нуль.

2. Основные свойства полу-метрической N-связности с кососим-
метрическим кручением, определяемой на многообразии Сасаки

Пусть M — гладкое многообразие размерности n = 2m + 1, m ≥ 1 с заданной на нем
сасакиевой структурой (M, ~ξ, η, g, ϕ,D), где η и ~ξ 1-форма и единичное векторное поле,
порождающие, соответственно, ортогональные между собой распределения D и D⊥.

Известно [4], [5], что на почти контактном метрическом многообразии существует
единственная внутренняя связность ∇ с нулевым кручением, такая, что ∇~xg(~y, ~z) = 0,
~x, ~y, ~z ∈ Γ(D). Кручение внутренней линейной связности S по определению полагается
равным S(~x, ~y) = ∇~x~y−∇~y~x−P [~x, ~y], где P : TM → D — проектор, определяемый разло-
жением TM = D ⊕D⊥.

Пусть K(xα) (α, β, γ = 1, ..., n; a, b, c = 1, ..., n− 1) — карта многообразия M, адаптиро-
ванная к распределению D [6]. Векторные поля P (∂a) = ~ea = ∂a−Γna∂n порождают систему
D: D = Span(~ea). На многообразии M, таким образом, мы получаем неголономное поле
базисов (~eα) = (~ea, ∂n) и сопряженное ему поле кобазисов (dxa, η = θn = dxn + Γnadx

a).
Пусть ∇̃ — связность Леви-Чивита и Γ̃αβγ — ее коэффициенты. В результате непосред-

ственных вычислений убеждаемся в справедливости следующего предложения.

Предложение 1. Коэффициенты связности Леви-Чивита многообразия Сасаки в адап-
тированных координатах имеют вид:

Γ̃cab = Γcab, Γ̃nab = ωba, Γ̃ban = Γ̃bna = −ϕba, Γ̃nna = Γ̃ann = 0,
где Γabc = 1

2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc).

Известно [3], что если N : TM → TM — эндоморфизм касательного расслоения много-
образияM такой, что N~ξ = ~0, N(D) ⊂ D, то на многообразииM существует единственная
линейная связность ∇N с кручением S(~x, ~y), однозначно определяемая следующими усло-
виями:

1) S(~x, ~y) = 2ω(~x, ~y)~ξ + η(~x)N~y − η(~y)N~x, ~x, ~y, ~z ∈ Γ(TM);
2) ∇N

~x = ∇~x~y, ~x, ~y ∈ Γ(D);
3) ∇N

~x ~y = 0, ~x ∈ Γ(TM).
В адаптированных координатах отличными от нуля коэффициентами связности ∇N

являются Ga
bc = 1

2
gad(~ebgcd + ~ecgbd − ~edgbc), Gb

na = N b
a.

Связность ∇N названа нами полу-метрической связностью, поскольку ∇N
~x g(~y, ~z) = ~0,

~x, ~y, ~z ∈ Γ(D).
Положим S̃(~x, ~y, ~z) = g(S(~x, ~y), ~z), ~x, ~y, ~z ∈ Γ(TM). В адаптированных координатах

возможно ненулевые компоненты тензора S̃(~x, ~y, ~z) будут иметь следующий вид:
S̃(~ea, ~eb, ∂n) = 2ωab,
S̃(~ea, ∂n, ~eb) = −g(N~ea, ~eb),
S̃(∂n, ~ea, ~eb) = g(N~ea, ~eb).
Как видно из полученных равенств, тензор S̃(~x, ~y, ~z) кососимметричен тогда и только

тогда, когда 2ωab = g(N~ea, ~eb) или, 2ωab = gbcN
c
a. Отсюда получаем N c

a = 2gcbωab. Таким
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образом, в силу равенства ϕba = gbcωca окончательно получаем: N c
a = −2ϕca. Тем самым,

доказана следующая теорема.

Теорема 1. Линейная связность ∇N , заданная на многообразии Сасаки, кососиммет-
рична тогда и только тогда, когда N = −2ϕ.

В дальнейшем будем полагать, что для связности ∇N выполняется условие N = −2ϕ.

Теорема 2. Линейная связность ∇N с эндоморфизмом N = −2ϕ, заданная на многооб-
разии Сасаки, является метрической связностью.

Доказательство. Из определения связности∇N следует, что∇N
c gab = 0. Вычислим∇N

n gab.
Имеем:

∇N
n gab = ∂ngab−2ϕcagcb+2ϕcbgac = ∂ngab+2gcdωdagcb+2gcdωdbgac = ∂ngab+2ωab+2ωba = ∂ngab.

Учитывая, что для многообразия Сасаки ∂ngab = 0, убеждаемся в справедливости тео-
ремы.

Пусть K(~x, ~y)~z, ~x, ~y, ~z ∈ Γ(TM) тензор кривизны связности ∇N . Вычислим ненулевые
компоненты тензора K(~x, ~y)~z. Имеем:

Kd
abc = Rd

abc, K
d
anc = ∇aN

d
c .

Здесь Rd
abc = 2~e[aΓ

d
b]c + 2Γd[a||e||Γ

e
b]c — компоненты тензора кривизны Схоутена [6], опре-

деляемого равенством
R(~x, ~y)~z = ∇~x∇~y~z −∇~y∇~x~z −∇P [~x,~y]~z − P [Q[~x, ~y], ~z], Q = 1− P ,
Инвариантное представление тензора K(~x, ~y)~z имеет вид:
K(~x, ~y)~z = R(~x, ~y)~z + η(~y)(∇~xN)~z − η(~x)(∇~yN)~z, ~x, ~y, ~z ∈ Γ(TM).
Известно [6], что, так как многообразие Сасаки является нормальным многообразием,

то имеет место равенство ∇ϕ = 0 и, следовательно, ∇N = 0. Таким образом, справедлива
следующая теорема.

Теорема 3. Полу-метрическая N-связность с кососимметрическим кручением, задан-
ная на многообразии Сасаки M, является плоской тогда и только тогда, когда тензор
Схоутена многообразия M обращается в нуль.
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