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Аннотация

Изучается математическая модель неизотермической фильтрации жидкости в вязкой пори-
стой среде. Рассматривается система дифференциальных уравнений, состоящая из уравнений
сохранения массы каждой из фаз, закона Дарси, реологического соотношения, закона сохране-
ния баланса сил и уравнения для температуры среды. Исходная система сводится к уравнению
для пористости третьего порядка и уравнению второго порядка для температуры.
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1. Постановка задачи

В работе изучается следующая система уравнений составного типа:

∂φρf
∂t

+ div(φ~vfρf ) = 0, (1)

∂ρs(1− φ)

∂t
+ div((1− φ)~vsρs) = 0, (2)

φ(~vf − ~vs) = −k(φ)(∇pf + ρf~g), (3)

divvs = −a1(φ)pe − a2(φ)(
∂pe
∂t

+ ~vs · ∇pe), (4)

∇ptot − ρtot~g = 0, (5)

(
2∑
1

ρiciαi)
∂θ

∂t
+ (

2∑
1

ρiciαi~vi)∇θ = div(K∇θ). (6)

Система (1) – (6) решается в области (~x, t) ∈ QT = Ω × (0, T ), Ω ∈ Rn, при краевых и
начальных условиях

~vs |∂QT= ~vf |∂QT= 0, φ |t=0= φ0(x), θ |t=0= θ0(x), θ(0, t) = θ0(t), θ(1, t) = θ1(t).

Данная система описывает нестационарное неизотермическое движение жидкости в
вязкой пористой среде. Здесь ρi, ~vi, i = s, f – соответственно истинные плотности и ско-
рости твердой и жидкой фаз; φ – пористость; ptot = φpf + (1 − φ)ps – общее давление;
ρtot = φρf + (1 − φ)ρs – плотность двухфазной среды; pf , ps – соответственно давления
жидкой и твердой фаз; pe = ptot − pf – эффективное давление; θ – температура среды;
K = Kfφ + (1 − φ)Ks – теплопроводность, где Kf – теплопроводность жидкой фазы, Ks
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– теплопроводность пористого скелета; ci = const > 0 – удельная теплоемкость i - й фазы
при постоянном объеме; αi – объемная концентрация; α1 = φ, α2 = 1− φ; ~g – вектор силы
тяжести; k(φ) – коэффициент фильтрации; a1(φ) – коэффициент объемной вязкости; a2(φ)
– коэффициент объемной сжимаемости. Плотности жидкой и твердой фаз считаются по-
стоянными. Задача записана в эйлеровых координатах (x, t) ∈ QT . Модель, исследуемая
в работе, применима для описания процесса движения магмы в земной коре [1]. Близкие
по структуре системы уравнений рассматривались в работах [2–9].

2. Переменные Лагранжа

В одномерном случае в массовых лагранжевых переменных получим следующую си-
стему уравнений [10]

∂(1− φ)

∂t
+ (1− φ)2∂vs

∂x
= 0, (7)

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
+

∂

∂x
(φ(vf − vs)) = 0, (8)

φ(vf − vs) = −k(φ)((1− φ)
∂pf
∂x
− ρfg), (9)

(1− φ)
∂ptot
∂x

= −ρtotg, (10)

(1− φ)
∂vs
∂x

= −a1(φ)pe − a2(φ)
∂pe
∂t

, (11)

Q
∂θ

∂t
= (1− φ)

∂

∂x
(K(1− φ)

∂θ

∂x
) + (1− φ)

∂θ

∂x
(Qvs − V ), (12)

где Q = ρfc1φ+ ρsc2(1− φ), V = ρfc1φvf + ρsc2(1− φ)vs.
Второе уравнение системы с учетом закона Дарси принимает вид

∂

∂t
(

φ

1− φ
)− ∂

∂x
(k(φ)((1− φ)

∂pf
∂x
− ρfg)) = 0. (13)

Далее рассмотрим случай когда a2(φ) = 0. Коэффициент вязкости a1(φ) зависит от
температуры θ и равен a1(φ) = φm/η, где η = ηrexp

(
Q(1−θ/θr)

Rθ

)
[11]. Здесь ηr является

вязкостью при исходной температуре θr, Q – энергия активации ползучести, R – универ-
сальная газовая постоянная. Из (7) и (11) следует уравнение

1

1− φ
∂φ

∂t
= −a1(φ)(ptot − pf ).

Это уравнение можно представить в виде

ptot − pf = −∂G(φ)

∂t
, (14)

где функция G(φ) определяется равенством

dG

dφ
=

1

a1(φ)(1− φ)
.

Уравнение (13) с учетом (10) и (14) перепишется в виде

∂

∂t

(
φ

1− φ

)
=

∂

∂x

(
k(φ)(1− φ)

∂2G(φ)

∂x∂t
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
. (15)
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Для удобства численного исследования сведем уравнение (15) к системе двух уравне-
ний. Пусть z = ∂G(φ)

∂t
, тогда получим два уравнения для определения функций z и φ

za1(φ)

1− φ
=

∂

∂x

(
k(φ)(1− φ)

∂z

∂x
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
, (16)

∂φ

∂t
= za1(φ)(1− φ). (17)

Из уравнений (7) и (8) имеем

∂vs
∂x

=
1

(1− φ)2

∂φ

∂t
,

∂vf
∂x

=
1

φ
(vs − vf )

∂φ

∂x
+
∂vs
∂x
− 1

φ(1− φ)2

∂φ

∂t
.

Тогда с учетом (17) получим уравнения для нахождения скоростей жидкой и твердой фаз

∂vs
∂x

=
za1(φ)

1− φ
,

∂vf
∂x

=
1

φ
(vs − vf )

∂φ

∂x
+
za1(φ)(φ+ 1)

φ(1− φ)
.

Пусть в исходной области в переменных Эйлера на границах берутся условия
vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0, тогда учитывая (9) приходим к задаче для отыскания функций
z, φ, vs, vf , θ

za1(φ)
1−φ = ∂

∂x

(
k(φ)(1− φ) ∂z

∂x
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
,(

k(φ)(1− φ) ∂z
∂x
− k(φ)g(ρtot + ρf )

)
|x=0,x=1= 0,

(18)

∂φ

∂t
= za1(φ)(1− φ), φ(x, 0) = φ0(x), (19)

∂vs
∂x

= za1(φ)
1−φ ,

∂vf
∂x

= 1
φ
(vs − vf )∂φ∂x + za1(φ)(φ+1)

φ(1−φ)
,

vs |x=0,x=1= vf |x=0,x=1= 0,

(20)

Q∂θ
∂t

= (1− φ) ∂
∂x

(K(1− φ) ∂θ
∂x

) + (1− φ) ∂θ
∂x

(Qvs − V ),

θ(x, 0) = θ0(x), θ(0, t) = θ0(t), θ(1, t) = θ1(t).
(21)

Система уравнений (18) – (21) может быть решена численно. Алгоритм счета следующий:
из уравнения (18), используя начальное значение для пористости и температуры, находим
z1
i , далее из уравнений (19) и (20) находим φ на следующем временном слое и скорости
фаз. Следующим шагом будет нахождение θ1

i из уравнения (21). Повторяем алгоритм M
раз, где M – количество разбиений пространственной сетки.

3. Заключение

В работе получена система, состоящая из уравнений для пористости, скоростей фаз
и температуры в переменных Лагранжа. Предложен алгоритм численного решения полу-
ченной начально – краевой задачи.
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