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Аннотация

В работе рассмотрена устойчивость для системы уравнений одномерного стационарного дви-
жения двух несмешивающихся несжимаемых жидкостей в пороупругой среде.
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1. Постановка задачи

В работе изучается следующая квазилинейная система уравнений составного типа:
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описывающая одномерное нестационарное движение двухфазной смеси в деформируемой
пористой среде [1]. Здесь φ - пористость, ρ0

i , ui - соответственно истинная плотность и ско-
рость i - фазы (i = 1 - вода, i = 2 - нефть, i = 3 - твердый скелет), si - насыщенность
жидких фаз (s1 + s2 = 1) , p1, p2 - давление жидких фаз (p2 = p1 + pc, pc - капиллярное
давление), ptot = φpf +(1−φ)ps - общее давление, pf = s1p1 +s2p2 - давление жидкой фазы,
ρtot = (1− φ)ρ0

3 + φs1ρ
0
1 + φs2ρ

0
2 - плотность среды, pe = ptot − pf - эффективная давление,

a1(φ), a2(φ) - параметры горной породы, K0(φ) - тензор фильтрации, k0i(si) - относитель-
ные фазовые проницаемости, µi - коэффициент динамической вязкости (в приложениях
a1(φ) = φm/ν, a2(φ) = ηbβφ, где b = 1/2,m ∈ [0; 2], η, βφ, ν – положительные параметры
пороупругой среды). Система (1)-(5) записана в эйлеровых координатах (x, t).

Искомыми являются величины φ, u1, u2, u3, p1, p2, ps, s1, s2. Система (1)-(5) близка по
структуре к системе уравнений двухфазной фильтрации в упругой пористой среде [2], но
отличается уравнениями движения твердого скелета. При известной пористости уравне-
ния движения третьей фазы игнорируются и система (1)-(5) совпадает с классической
системой Маскета-Леверетта [3, 4] и ее аналогами [5, 6]. Однофазные задачи для систе-
мы (1)-(5) (s1 = 1, s2 = 0) рассмотрены в [7]. В [8–10] для (1)-(5) рассмотрена задача
поршневого вытеснения Н.Н. Веригина в случае отсутствия капиллярного скачка.
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2. Стационарное решение системы уравнений (1)-(5)

Получим аналитическое решение системы (1)-(5). Будем использовать следующие ги-
потезы:

(i) жидкости и твердый скелет несжимаемы, т.е., ρ0
i = const, i = 1, 2, 3;

(ii) ускорения силы тяжести и капиллярный скачок равны нулю: g = 0, pc = 0. При
этих предположениях из уравнения (4) следует ptot = p0

tot = const. Поскольку pc = 0, то
p1 = p2 = pf ≡ p и, следовательно,

φp+ (1− φ)ps = p0
tot.

В установившемся движении скорости равны нулю (ui = 0, i = 1, 2, 3), пористости и насы-
щенности являются постоянными

φ = φ0, si = s0
i , (φ0, s0

i ) ∈ (0, 1).

При сделанных предположениях уравнения (1)-(5) выполняются автоматически. Из урав-
нения (5) следует, что pe = 0, т.е. ptot = pf = p0

tot. Итак, стационарное решение (1)-(5) с
учетом (6) есть

u1 = u2 = u3 = 0, φ = φ0, si = s0
i , p1 = p2 = ps = p0

tot.

3. Возмущенное решение

Решение системы (1)-(5) ищется в окрестности стационарного решения в виде

ui = ui, pi = p0
i + pi, s1 = s0

1 + s1, s2 = s0
2 + s2,

s0
1 + s0

2 = 1, s1 + s2 = 0, φ = φ0 + φ, (0 ≤ φ0 + φ ≤ 1),

где функции ui, si, pi, φ малы и имеют непрерывные производные. Функциональные пара-
метры K0(φ), k0i(si), a1(φ), a2(φ) представимы в виде

K0(φ) = K0(φ0) +K ′0(φ0)φ,
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0
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0
i )si,

a1(φ) = a1(φ0) + a′1(φ0)φ,

a2(φ) = a2(φ0) + a′2(φ0)φ.

Подставляя возмущенное решение в (1)-(4) и отбрасывая нелинейные члены, приходим к
следующей линейной системе (черта сверху в дальнейшем опускается)
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Преобразуем систему (6)-(12). Складывая уравнения (6)-(8), получим
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где č(t) - некоторая функция времени. Положим
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С учетом (12) уравнения (9), (10) можно представить в виде
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Поскольку определитель этой системы всегда не равен нулю, то получим
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− č1, u2 = B2

∂p

∂x
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Получим уравнения для φ, p, s. Складывая уравнения (6) и (7), выводим
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где C1 = −φ0(s0
1B1 + s0

2B2). Будем считать h(t) константой. Из (10) и (13) выводим
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Дифференцируя уравнение (14) по t и используя (13) приходим к уравнению для p
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Будем искать решение в виде p = Ψ(t)Θ(x). Перепишем уравнение (16)
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Тогда решение для p имеет вид

p = (c1cos(λx) + c2sin(λx))(c3e
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k2t). (17)

Из уравнения (15) находим φ
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Отсюда имеем решение для s1
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Представление (17) является ключевым при исследовании решений системы (1)-(5). Усло-
вие Re ki < 0, i = 1, 2 является необходимым для сходимости к стационарному решению.

4. Заключение

Для нелинейной системы уравнений движения двух жидкостей в пороупругости среде
построено точное решение стационарной задачи. Исследовано поведение решений линеа-
ризованной системы.
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