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Аннотация

В статье рассматриваются математические модели колебаний битого льда в канале. Битый лед
моделируется тонкой пластиной с нулевой жесткостью. Жидкость в канале невязкая и несжимае-
мая. Течение в канале считается потенциальным. Рассмотрены модели вынужденных и свободных
колебаний, а также случай вязкого битого льда. Доказана теорема об устойчивости классического
решения по начальным данным задачи о колебаниях невязкого битого льда.
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1. Введение

Рассматриваются нестационарные колебания битого льда в канале, вызванные прило-
женной внешней нагрузкой и давлением жидкости, заполняющей канал. Битый лед моде-
лируется тонкой упругой пластиной с нулевой жесткостью. В случае ненулевой жесткости
рассматриваемая в статье модель описывает колебания ледового покрова. Модели упру-
гого/вязкоупругого ледового покрова широко исследовались в разных постановках (см,
например [1–3]).

Хорошо изученной является задача о движении внешней нагрузки по замороженному
ледовому покрову в канале. Существует несколько основных подходов к изучению этой за-
дачи. В первом подходе задача исследуется в рамках модели Кельвина-Фойгта вязкоупру-
гого материала. Рассматривается решение в системе координат, движущейся совместно с
нагрузкой. Данный подход не требует начальных условий. Задача решается численно. В
рамках вязкоупругой модели прогибы и деформации в ледовом покрове быстро затухают
с увеличением расстояния от приложенной нагрузки.

Другой подход к изучению поведения ледового покрова при движении внешней на-
грузки представлен в [4] для задачи с неограниченным ледовом покровом. В используе-
мой модели стационарный прогиб льда получен как предел нестационарного решения при
больших временах. Данный подход требует формулировки начальных условий при t = 0.
Прогибы и деформации льда затухают в отдалении от нагрузки при конечных временах.
В отличие от задачи с неограниченным ледовым покровом, исследование прогибов льда
в канале требует поиска профиля колебаний поперек канала с учетом краевых условий.
Для этого используется метод нормальных мод [5,6].

Периодические волны в замороженном канале исследованы в [7–10]. Колебания неогра-
ниченной тонкой ледовой пластины исследованы в [1,11,12], колебания полубесконечного
ледового покрова в [13]. Рассмотренные задачи решались в рамках линейной теории гид-
роупругости. Показано, что стенки канала имеют важную роль в формировании прогибов
ледового покрова. Исследование колебаний полубесконечного и ограниченного ледового
покрова проведено в [14,15]. Оценка влияния периодической нагрузки на ледовый покров
получена в [16, 17]. Вопросы корректности начально-краевых задач динамики пороупру-
гого льда рассмотрены в [18,19].
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В данной работе приведены модели нестационарных колебаний битого льда в канале.
Рассмотрены случаи вынужденных и свободных колебаний, а также случай колебаний вяз-
кого битого льда. Доказана устойчивость классического решения по начальным данным
в случае невязкого битого льда.

2. Постановка задачи о вынужденных колебаниях битого льда в
канале

Рассматриваются колебания битого льда в канале, вызванные движением внешней на-
грузки вдоль канала. Канал имеет прямоугольное сечение высотой H, (−H < z < 0),
шириной 2L, (−L < y < L) и является неограниченным в направлении x, (x, y, z) – де-
картова система координат. Жидкость в канале невязкая и несжимаемая с плотностью
ρ`. Жидкость покрыта битым льдом с постоянной толщиной hi. Введем неограниченные
области Π ⊂ R2 и Ω ⊂ R3, которые занимает битый лед и жидкость в канале

Π = {−∞ < x <∞,−L < y < L}, Ω = {−∞ < x <∞,−L < y < L,−H < z < 0}.

Пусть Γ = ∂Ω = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3 и G = ∂Π = G1 ∪G2, где

Γ1 = Γ1
1∪Γ2

1 = {−∞ < x <∞, y = ±L,−H < z < 0}∪{−∞ < x <∞,−L < y < L, z = −H},

Γ2 = {∞ < x <∞,−L < y < L, z = 0}, Γ3 = {x = ±∞,−L < y < L,−H < z < 0},

G1 = {−∞ < x <∞, y = ±L}, G2 = {x = ±∞,−L < y < L}.

Обозначим ΩT = Ω × [0, T ], ΠT = Π × [0, T ], где t ∈ [0, T ] – время. Задача определения
прогиба битого льда w(x, y, t) и потенциал скорости течения жидкости ϕ(x, y, z, t) форму-
лируется в рамках линейной теории гидроупругости [1,10,20,21]. Рассмотрим безвихревое
течение идеальной жидкости в области ΩT с потенциалом скорости ϕ(x, y, z, t). Потенциал
ϕ удовлетворяет уравнению Лапласа в области течения

∆ϕ(x, y, z, t) = 0 (x, y, z, t) ∈ ΩT , (1)

краевым условиям на Γ1

ϕy = 0 (y = ±L), ϕz = 0 (z = −H), (2)

линеаризованным кинематическому условию и интегралу Коши-Лагранжа на Γ2

ϕz(x, y, 0, t) = wt(x, y, t), p(x, y, 0, t) = −ρ`gw(x, y, t)− ρ`ϕt(x, y, 0, t), (3)

где p(x, y, 0, t) – давление жидкости на границе битый лед - жидкость, g – ускорение силы
тяжести. Также рассматривается условие затухания колебаний жидкости в отдалении от
нагрузки. Соответствующее краевое условие на Γ3 имеет вид

ϕ(x, y, z, t), ϕx(x, y, z, t)→ 0, (x→∞). (4)

Прогиб w(x, y, t) описывается уравнением колебания битого льда

Mwtt = −P (x, y, t) + p(x, y, 0, t) (x, y, t) ∈ ΠT , (5)

начальным условиям

w(x, y, 0) = w1(x, y), wt(x, y, 0) = w2(x, y) (x, y) ∈ Π
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и краевым условиям затухания колебаний битого льда в отдалении от нагрузки на G2

w = 0, wx = 0 (x→∞). (6)

Начально - краевая задача (1) – (6) описывает колебания битого льда, под действием
заданной внешней нагрузки P (x, y, t). ЗдесьM = ρihi – масса льда на единицу площади, ρi
– плотность льда; ϕ(x, y, 0, t) – потенциал скорости течения на поверхности жидкости. Под
классическим решением системы уравнений (1) – (6) понимается пара функций w(x, y, t)
и ϕ(x, y, z, t), определенных на ΩT и ΠT .

3. Свободные периодические волны в канале покрытом битым
льдом

В случае свободных колебаний P = 0 и начальные условия отсутствуют. Тогда система
уравнений (1) – (6) примет вид

∆ϕ = 0 (x, y, z, t) ∈ ΩT ,

ϕy = 0 (y ± L), ϕz = 0 (z = −H), ϕz(x, y, 0, t) = wt(x, y, t),

Mwtt = −ρ`gw − ρ`ϕt(x, y, 0, t),
ϕ, ϕx → 0 w,wx → 0 (x→∞).

Рассмотрим периодические волны, распространяющиеся в битом льду вдоль канала. При
этом отбросим краевые условия при x→∞. Тогда w = AF (y) cos(kx−ωt), где A – ампли-
туда, F (y) – форма волны поперек канала, k – волновое число, ω – частота. Подставляя
w в последнюю систему уравнений, в результате получим уравнения для определения за-
висимостей ω = ω(k), называемых дисперсионным соотношением. В канале будет счетное
число таких зависимостей. На Рисунке 1 приведены примеры таких соотношений для од-

Рисунок 1. Дисперсионные соотношения для трех разных моделей.

ного характерного набора значений параметров системы лед-вода-канал. Битый лед пока-
зан красной линией, свободная поверхность – красной, сплошной ледовый покров – синей.
По поведению дисперсионных соотношений битый лед близок к свободной поверхности и
значительно отличается от упругого ледового покрова. Совпадение результатов всех трех
моделей наблюдается только при очень малых значениях волнового числа. Отсюда следу-
ет вывод, что волновая картина при колебаниях в битом льду будет близка по форме к
колебаниям свободной поверхности.

4. Модель колебаний вязкого битого льда

Рассмотрим модельную задачу о колебаниях вязкого битого льда. Вязкость модели-
руется добавлением слагаемого τ ∂w

∂t
в уравнение колебаний битого льда. Здесь τ – вре-

мя запаздывания, соответствующее аналогичному параметру в модели Кельвина-Фойгта
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вязкоупругого материала. Заметим, что в рассматриваемой в статье модели, сам реологи-
ческий закон Кельвина-Фойгта не используется. Тогда уравнение колебаний битого льда
примет вид

Mwtt +

(
1 + τ

∂

∂t

)
ρ`gw + ρ`ϕt = P (x, y, t).

Остальные уравнения и начально-краевые условия остаются неизменными. В этом слу-
чае модель будет являться более физичной – наличие параметра τ обеспечивает быстрое
затухание колебаний и условия на w и ϕ при x→∞ являются естественными.

5. Устойчивость решения по начальным данным

Пусть существует два отличных от нуля решения w1, ϕ1 и w2, ϕ2 системы (1) – (6),
удовлетворяющие разным начальным условиям

w1(x, y, 0) = w1
1(x, y) w1,t(x, y, 0) = w2

1(x, y),

w2(x, y, 0) = w1
2(x, y) w2,t(x, y, 0) = w2

2(x, y).

Функции w0
1 = w1

1(x, y) − w1
2(x, y) и w0

2 = w2
1(x, y) − w2

2(x, y) удовлетворяют следующему
неравенству

ρlg

2
||w0

1||22,Π +M ||w0
2||22,Π +

ρ2
l

2M
||ϕ0(x, y, 0)||22,Π ≤ δ, (7)

где ϕ0(x, y, z) = ϕ1(x, y, z, 0) − ϕ2(x, y, z, 0), и || · ||2,Π и || · ||1,Π соответствующие нормы
функций в пространствах L2(Π) и L1(Π).

Функции w = w1 − w2 и ϕ = ϕ1 − ϕ2 удовлетворяют следующей задаче

Mwtt(x, y, t) = −ρlϕt(x, y, 0, t)− ρlgw(x, y, t), (x, y, t) ∈ ΠT (8)

∆ϕ(x, y, z, t) = 0 (x, y, z, t) ∈ ΩT , (9)

ϕy = 0 (y = ±L), ϕz = 0 (z = −H),

ϕz = wt (z = 0), (10)

ϕ(x, y, z, t), w(x, y, t), wx(x, y, t)→ 0 (|x| → ∞). (11)

w(x, y, 0) = w0
1, wt(x, y, 0) = w0

2. (12)

Теорема Для решения задачи (8) – (12) справедливы следующие оценки

||w||22,Π + ||wt||22,Π + ||∇ϕ||22,Ω ≤ Cδ,

где C – константа, зависящая от параметров задачи.
Заметим, что решение (ϕ,w) задачи (8) – (12) обладает следующими свойствами∫

Π

w(x, y, t) dΠ =

∫
Π

w0
1(x, y) dΠ t ∈ [0, T ],

∫
Ω

|∇ϕ(x, y, z, t)|2 dΩ =

∫
Π

ϕ(x, y, 0, t)wt dΠ,

∫
Ω

∇ϕt(x, y, z, t) · ∇ϕdΩ =

∫
Π

ϕt(x, y, 0, t)wtdΠ, (13)
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Умножая уравнение (8) на wt, получим

Mwttwt = −ρlϕt(x, y, 0, t)wt − ρlgwwt.
Последнее уравнение приводится к виду

M

2

dw2
t

dt
+
ρlg

2

dw2

dt
= −ρlϕt(x, y, 0, t)wt. (14)

Интегрирование уравнения (14) по Π, с учетом свойства (13), дает

M

2

∫
Π

dw2
t

dt
dΠ +

ρlg

2

∫
Π

dw2

dt
dΠ + ρl

∫
Ω

d

dt
|∇ϕ(x, y, z, t)|2dΩ = 0. (15)

Интегральное тождество (15) представим в виде

d

dt

M
2

∫
Π

w2
t dΠ +

ρlg

2

∫
Π

w2dΠ + ρl

∫
Ω

|∇ϕ(x, y, z, t)|2dΩ

 = 0. (16)

Интегрируя (16) по t с учетом начальных условий, получим
M

2

∫
Π

w2
t dΠ +

ρlg

2

∫
Π

w2dΠ + ρl

∫
Ω

|∇ϕ(x, y, z, t)|2dΩ =

=
M

2

∫
Π

(w0
2)2dΠ +

ρlg

2

∫
Π

(w0
1)2dΠ + ρl

∫
Ω

|∇ϕ(x, y, z, 0)|2dΩ. (17)

Используя свойство (13) для последнего интеграла в правой части тождества (17) и нера-
венство Коши в виде∫

Π

ϕ(x, y, 0, 0)wt(x, y, 0)dΠ ≤ M

2ρl

∫
Π

(w0
2)2dΠ +

ρl
2M

∫
Π

(ϕ0(x, y, 0))2dΠ

тождество (17) запишем в виде неравенства
M

2

∫
Π

w2
t dΠ +

ρlg

2

∫
Π

w2dΠ + ρl

∫
Ω

|∇ϕ(x, y, z, t)|2dΩ ≤

≤M

∫
Π

(w0
2)2dΠ +

ρlg

2

∫
Π

(w0
1)2dΠ +

ρ2
l

2M

∫
Π

(ϕ0(x, y, 0))2dΠ,

из которого получаются необходимые оценки∫
Π

w2
t dΠ ≤ 2

M
δ,

∫
Π

w2dΠ ≤ 2

ρlg
,

∫
Ω

|∇ϕ|2dΩ ≤ 1

ρl
δ.

Теорема доказана.

6. Заключение

Рассмотрены математические модели колебаний битого льда в канале. Сформулирова-
ны постановки задач о вынужденных и свободных колебаний, а также построена модель
колебаний вязкого битого льда. Последняя является более физичной моделью и гаранти-
рует затухание колебаний в отдалении от источника. Решение задачи о свободных коле-
баниях дает дисперсионные соотношения для периодических волн в битом льду в канале,
которые можно использовать при интерпретации результатов решения задачи о вынуж-
денных колебаниях. Доказана теорема об устойчивости классического решения по началь-
ным данным задачи о колебаниях невязкого битого льда. Аналогичным образом может
быть доказана теорема об единственности классического решения.
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