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Аннотация

Хорошо известно, что каждое тождество сигнатуры ` равносильно соответству-
ющему квазитождеству сигнатуры `, поэтому любое многообразие `-групп является
квазимногообразием `-групп. Обратное в общем случае несправедливо. В работе до-
казывается, что многообразие, порожденное группой Скримджера совпадает с ква-
зимногообразием, порожденным группой Скримджера.
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1. Предварительные сведения

Напомним, что решеточно упорядоченная группа (`-группа) – это алгебраическая си-
стема G сигнатуры ` = 〈·,−1 , e,∨,∧〉, совмещающая в себе структуру группы и решеточ-
ного порядка, связанные естественными соотношениями

x(u ∨ v)y = xuy ∨ xvy, x(u ∧ v)y = xuy ∧ xvy.

Группа G называется линейно упорядоченной, если все элементы группы сравнимы
между собой, т.е. для любых x ∈ G, y ∈ G либо x ≤ y или y ≤ x.

Подмножество H решеточно (линейно) упорядоченной группы G называется выпук-
лым, если для любых элементов x, y, z ∈ G таких, что x, z ∈ H и x ≤ y ≤ z, следует, что
y ∈ H.

Подгруппа H `-группы G называется `-подгруппой G, если для всякого h ∈ H элемент
h ∨ e принадлежит H.

Решеточно упорядоченную группуG называют подпрямо неразложимой тогда и только
тогда, когда G имеет наименьшую собственную выпуклую `-подгруппу.

Класс K алгебраических систем сигнатуры ` называется многообразием (квазимно-
гообразием) сигнатуры `, если существует множество Φ тождеств (квазитождеств) сиг-
натуры ` такое, что K состоит из всех алгебраических систем сигнатуры `, на которых
истинны все тождества (квазитождества) из Φ.

Для произвольного класса K `-групп обозначим через H(K), S(K), P (K), Pu(K) клас-
сы `-групп, которые являются соответственно гомоморфными образами, `-подгруппами,
декартовыми произведениями и ультрапроизведениями элементов из класса K.

Обозначим через var`(K) многообразие `-групп, порожденное классом K `-групп, а
через q`(K) квазимногообразие `-групп, порожденное классом K, т.е. наименьшее мно-
гообразие (квазимногообразие) `-групп, содержащее класс K. Описание многообразия и
квазимногообразия, порожденного произвольным классомK `-групп дают следующие тео-
ремы.

Теорема 1 ([1]). Для произвольного класса K `-групп var`(K) = HSP (K).

Теорема 2 ([1]). Для произвольного класса K `-групп q`(K) = SPPU(K).
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Хорошо известно, (см., например, [2]) что каждое тождество равносильно соответству-
ющему квазитождеству, поэтому любое многообразие `-групп является квазимногообра-
зием `-групп. Обратное в общем случае несправедливо.

Согласно [3], группа G = D(T,H,K, µ) называется p -дентом, если
(1) T есть ненулевая абелева линейно упорядоченная группа,
(2) H является прямой суммой p копий группы T ,
(3) K = G/H является абелевой линейно упорядоченной группой,
(4) µ : G→ Zp− эпиморфизм такой, что для h ∈ H, g ∈ G,

(hg)(i) = h(i− µ(g)), i = 0, . . . , p− 1.

Замечание 1. Для абелевых групп используется аддитивная форма записи.

Согласно [4] группа Скримджера определяется следующим образом

Sp = гр(bp, a1p, . . . , app : b−1p aipbp = ajp (j ≡ i+ 1(mod p)),

[aip, ajp] = e, ∀ i, j ∈ {0, 1, . . . , p− 1}).

Решеточный порядок задается по правилу: x = bnpa
k1
1p...a

kp
pp ≥ e в Sp ⇔ n > 0 или n = 0

и k1 ≥ 0, . . . , kp ≥ 0.
Многообразие `-групп, заданное тождеством [xp, yp] = e, где p − простое число обозна-

чим Lp. Свойства многообразия Lp изучались в [5]. Непосредственная проверка показыва-
ет, что группа Скримджера принадлежит многообразию Lp.

Все необходимые определения и утверждения по теории `-групп можно найти в [1] и [4],
а по теории групп в [6].

2. Свойства p -дентов многообразия Lp

Все сформулированные в этом пункте утверждения доказаны в [3].

Лемма 1. p -дент G = D(T,H,K, µ) является подпрямо неразложимым тогда и только
тогда, когда T − подпрямо неразложимая группа.

Лемма 2. Любой p -дент G = D(T,H,K, µ) вложим в p -дент G∗ = D(T ∗, H∗, K, µ∗), где
T ∗ и H∗ это пополнение групп T и H соответственно. Если G ∈ Lp, то и G∗ ∈ Lp.

Предложение 1. Пусть G = D(T,H,K, µ) − p -дент в Lp такой, что H полная группа.
Тогда G − расщепляемый p -дент.

Следствие 1. Любой p -дент G = D(T,H,K, µ) ∈ Lp вложим в расщепляемый p -дент
вида G∗ = D(T ∗, H∗, K, µ) ∈ Lp, где T ∗ и H∗ это пополнение групп T и H соответствен-
но.

Лемма 3. Если K = 〈β1, . . . , βm〉 – конечно порожденная абелева линейно упорядоченная
группа и U неглавный ультрафильтр на множестве ω неотрицательных целых чисел,
и Z − линейно упорядоченная группа целых чисел, тогда K вложима в ультрастепень
Zω/U .
(1) Это можно сделать так, что для каждого i ∈ ω, β1(i) ≡ 1(mod p) и для j > 1,
βj(i) ≡ 0(mod p).
(2) Можно вложить так, чтобы расширить до вложения пополнения K∗ в Zω/U .
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Отметим, что в ходе доказательства теоремы 6.1 из [3] было показано, что подпрямо
неразложимые `-группы из многообразия var`(Sp) являются p -дентами.

Группу Скримджера Sp можно представить в виде p -дента: Sp = D(Z,L, Z; γ), где L−
прямая сумма p копий линейно упорядоченной группы Z целых чисел и γ(1) циклически
переставляет эти копии. Если G − расщепляемый p -дент, его строение определяется груп-
пами H, K и действием µ. Из леммы 3 следует, что T можно вложить в Zω/U . Если K
вложено в Zω/U как в лемме 3, то можно расширить вложение K и H до вложения G в
Sωp /U .

3. Основной результат

Теорема 3. Справедливо var`(Sp) = q`(Sp).

Доказательство. Хорошо известно, что любое многообразие и квазимногообразие опре-
деляется множеством своих конечно порожденных групп. Пусть G − конечно порожден-
ная `-группа из var`(Sp). Из теоремы 1 следует, что G является `-подгруппой декартова
произведения

∏
Hi, где Hi − конечно порожденные подпрямо неразложимые `-группы из

varl(Sp). Как доказано в [3] каждая Hi− является p -дентом и вкладывается в ультрасте-
пень Sωp /U , где U− неглавный ультрафильтр на множестве ω неотрицательных целых
чисел. Поскольку Sωp /U ∈ q`(Sp) получаем, что

∏
Hi ∈ q`(Sp). Таким образом, любая ко-

нечно порожденная группа G из var`(Sp) принадлежит q`(Sp). Значит, var`(Sp) ⊆ q`(Sp).
Обратное включение очевидно.

Предложение 2 ([7]). Всякая некоммутативная `-группа из var`(Sp) содержит
`-подгруппу, `-изоморфную группе Sp.

Следствие 2. Для любой неабелевой `-группы G ∈ var`(Sp) верно q`(G) = var`(Sp).

Доказательство. Из предложения 2 следует, что любая неабелева `-группа G из var`(Sp)
содержит `-подгруппу, `-изоморфную группе Sp. Тогда получаем, что q`(G) ⊇ q`(Sp) =
var`(Sp). С другой стороны, q`(G) ⊆ var`(Sp). Следовательно, q`(G) = var`(Sp).
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