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Аннотация

Многообразия Кахена-Уоллаха представляют собой важный класс лоренцевых
симметрических пространств, которые находят широкое применение в общей теории
относительности и математической физике. В данной работе представлены подробные
вычисления основных тензорных характеристик этих многообразий. Методом прямых
вычислений в координатах, адаптированных к структуре метрики Кахена-Уоллаха,
получены явные выражения для компонент тензора Римана и тензора Риччи. Ис-
следована производная Ли метрического тензора вдоль произвольного гладкого век-
торного поля, что позволяет систематически изучать киллинговы и конформно кил-
линговы векторные поля на этих многообразиях. Приведены конкретные формулы
для всех вычисленных величин в зависимости от параметров многообразия. Работа
носит научно-методический характер и может служить справочным материалом для
геометров и физиков-теоретиков, работающих в области лоренцевой геометрии.
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1. Введение

Приведем некоторые необходимые определения.

Определение 1. Псевдоримановым многообразием называется гладкое многообразие M ,
на котором задан гладкий невырожденный симметричный метрический тензор g. Ес-
ли метрический тензор имеет сигнатуру (1, n − 1), то (M, g) называется лоренцевым
многообразием.

Определение 2. Псевдориманово многообразие (M, g) называется симметрическим по-
рядка k = 1 или просто симметрическим, если ∇R = 0, где R – тензор кривизны (M, g),
а ∇ – связность Леви-Чивиты.

Кахен и Уоллах в своих работах показали [1–3], что односвязное лоренцево симметри-
ческое пространство изометрично произведению риманова симметрического пространства
и одного из следующих лоренцевых многообразий: (R,−dt2), универсальной накрывающей
k-мерного пространства Де Ситтера или анти-Де Ситтера (k ≥ 2), пространства Кахена-
Уоллаха.

В настоящей работе рассмотрим многообразие Кахена-Уоллаха (M, g) размерности n+
2 ≥ 5. Выберем в M = Rn+2 локальную систему координат (v, xi, u), где 1 ≤ i ≤ n, такую,
что метрика принимает следующий вид:

g = 2dudv +
n∑
i=1

(dxi)2 +

(
n∑
i=1

Hi(x
i)2

)
du2,
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где Hi – ненулевые действительные числа, определяющие геометрию многообразия.
Отметим, что исследованию пространств Кахена-Уоллаха и их обобщений посвящены

работы многих математиков [4–8]. Целью данной работы является предоставление деталь-
ных вычислений компонент следующих объектов: тензора Римана (тензора кривизны),
тензора Риччи, производной Ли от метрического тензора g вдоль произвольного вектор-
ного поля X: LXg.

Эти вычисления являются фундаментальными для дальнейшего изучения геометрии
многообразий Кахена-Уоллаха, включая исследование киллинговых и конформно киллин-
говых векторных полей, анализ уравнений Эйнштейна и солитонов Риччи и Римана.

2. Вычисление тензорных полей на многообразии Кахена-
Уоллаха

Вычисление обратного метрического тензора. Компоненты обратного метриче-
скому тензору gµν определяются из условия:

gµλgλν = δµν

1. Случай µ = ν = v

gvλgλv = gvvgvv + gv1g1v + · · ·+ gvngnv + gvuguv

= gvv · 0 + gv1 · 0 + · · ·+ gvn · 0 + gvu · 1 = gvu = δvv = 1

⇒ gvu = 1

2. Случай µ = v, ν = u

gvλgλu = gvvgvu + gv1g1u + · · ·+ gvngnu + gvuguu

= gvv · 1 + gv1 · 0 + · · ·+ gvn · 0 + gvu ·H
= gvv +H · gvu = δvu = 0

⇒ gvv +H · 1 = 0 ⇒ gvv = −H

3. Случай µ = v, ν = k (пространственные координаты)

gvλgλk = gvvgvk + gv1g1k + · · ·+ gvkgkk + · · ·+ gvngnk + gvuguk

= gvv · 0 + gv1 · 0 + · · ·+ gvk · 1 + · · ·+ gvn · 0 + gvu · 0
= gvk = δvk = 0 ⇒ gvk = 0

4. Случай µ = u, ν = v

guλgλv = guvgvv + gu1g1v + · · ·+ gungnv + guuguv

= guv · 0 + gu1 · 0 + · · ·+ gun · 0 + guu · 1 = guu = δuv = 0

⇒ guu = 0

5. Случай µ = u, ν = u

guλgλu = guvgvu + gu1g1u + · · ·+ gungnu + guuguu

= guv · 1 + gu1 · 0 + · · ·+ gun · 0 + guu ·H
= guv +H · guu = δuu = 1

⇒ guv +H · 0 = 1 ⇒ guv = 1
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6. Случай µ = u, ν = k (пространственные координаты)

guλgλk = guvgvk + gu1g1k + · · ·+ gukgkk + · · ·+ gungnk + guuguk

= guv · 0 + gu1 · 0 + · · ·+ guk · 1 + · · ·+ gun · 0 + guu · 0
= guk = δuk = 0 ⇒ guk = 0

7. Случай µ = i, ν = j (пространственные координаты)

giλgλj = givgvj + gi1g1j + · · ·+ gijgjj + · · ·+ gingnj + giuguj

= giv · 0 + gi1 · δ1j + · · ·+ gij · 1 + · · ·+ gin · δnj + giu · 0
= gij = δij ⇒ gij = δij

8. Случай µ = i, ν = v

giλgλv = givgvv + gi1g1v + · · ·+ gingnv + giuguv

= giv · 0 + gi1 · 0 + · · ·+ gin · 0 + giu · 1
= giu = δiv = 0 ⇒ giu = 0

9. Случай µ = i, ν = u

giλgλu = givgvu + gi1g1u + · · ·+ gingnu + giuguu

= giv · 1 + gi1 · 0 + · · ·+ gin · 0 + giu ·H
= giv +H · giu = δiu = 0 ⇒ giv +H · 0 = 0 ⇒ giv = 0

Итоговый результат для обратного метрического тензора (в матричной форме)

gµν =


−H 0 · · · 0 1

0 1 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 1 0
1 0 · · · 0 0


где H =

n∑
i=1

Hi(x
i)2.

Вычисления символов Кристоффеля. Символы Кристоффеля вычисляются по
формуле:

Γσµν =
1

2
gσρ(∂µgρν + ∂νgρµ − ∂ρgµν)

Ненулевые производные метрики gµν : ∂kguu = ∂kH = 2Hkx
k для k = 1, . . . , n. Все

остальные производные равны нулю.

1. Символы с σ = v

• µ = v, ν = v

Γvvv =
1

2
gvρ(∂vgρv + ∂vgρv − ∂ρgvv)

=
1

2
gvρ(0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γvvv = 0



102 О вычислении тензорных полей...

• µ = v, ν = i

Γvvi =
1

2
gvρ(∂vgρi + ∂igρv − ∂ρgvi)

=
1

2
gvρ(0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γvvi = 0

• µ = v, ν = u

Γvvu =
1

2
gvρ(∂vgρu + ∂ugρv − ∂ρgvu)

=
1

2
gvρ(0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γvvu = 0

• µ = i, ν = j

Γvij =
1

2
gvρ(∂igρj + ∂jgρi − ∂ρgij)

=
1

2
[gvv(∂igvj + ∂jgvi − ∂vgij) + gvu(∂iguj + ∂jgui − ∂ugij)]

=
1

2
[(−H)(0 + 0− 0) + 1 · (0 + 0− 0)] = 0 ⇒ Γvij = 0

• µ = i, ν = u

Γviu =
1

2
gvρ(∂igρu + ∂ugρi − ∂ρgiu)

=
1

2
[gvv(∂igvu + ∂ugvi − ∂vgiu) + gvu(∂iguu + ∂ugui − ∂ugiu)]

=
1

2
[(−H)(∂i1 + 0− 0) + 1 · (∂iH + 0− 0)]

=
1

2
[0 + 2Hix

i] = Hix
i ⇒ Γviu = Hix

i

• µ = u, ν = u

Γvuu =
1

2
gvρ(2∂ugρu − ∂ρguu)

=
1

2
[gvv(2∂ugvu − ∂vguu) + gvu(2∂uguu − ∂uguu)]

=
1

2
[(−H)(2 · 0− 0) + 1 · (2∂uH − ∂uH)]

=
1

2
[0 + ∂uH] = 0 ⇒ Γvuu = 0

2. Символы с σ = k (пространственные координаты)

• µ = v, ν = v

Γkvv =
1

2
gkρ(∂vgρv + ∂vgρv − ∂ρgvv)

=
1

2
gkρ(0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γkvv = 0

• µ = v, ν = i

Γkvi =
1

2
gkρ(∂vgρi + ∂igρv − ∂ρgvi)

=
1

2
gkk(∂vgki + ∂igkv − ∂kgvi)

=
1

2
· 1 · (0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γkvi = 0
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• µ = v, ν = u

Γkvu =
1

2
gkρ(∂vgρu + ∂ugρv − ∂ρgvu)

=
1

2
gkk(∂vgku + ∂ugkv − ∂kgvu)

=
1

2
· 1 · (0 + 0− ∂k1) = 0 ⇒ Γkvu = 0

• µ = i, ν = j

Γkij =
1

2
gkρ(∂igρj + ∂jgρi − ∂ρgij)

=
1

2
gkk(∂igkj + ∂jgki − ∂kgij)

=
1

2
· 1 · (∂iδkj + ∂jδki − ∂kδij) = 0 ⇒ Γkij = 0

• µ = i, ν = u

Γkiu =
1

2
gkρ(∂igρu + ∂ugρi − ∂ρgiu)

=
1

2
gkk(∂igku + ∂ugki − ∂kgiu)

=
1

2
· 1 · (0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γkiu = 0

• µ = u, ν = u

Γkuu =
1

2
gkρ(2∂ugρu − ∂ρguu)

=
1

2
gkk(2∂ugku − ∂kguu)

=
1

2
· 1 · (0− ∂kH) = −1

2
· 2Hkx

k = −Hkx
k ⇒ Γkuu = −Hkx

k

3. Символы с σ = u

• µ = v, ν = v

Γuvv =
1

2
guρ(∂vgρv + ∂vgρv − ∂ρgvv)

=
1

2
guρ(0 + 0− 0) = 0 ⇒ Γuvv = 0

• µ = v, ν = i

Γuvi =
1

2
guρ(∂vgρi + ∂igρv − ∂ρgvi)

=
1

2
[guv(∂vgvi + ∂igvv − ∂vgvi) + guu(∂vgui + ∂iguv − ∂ugvi)]

=
1

2
[1 · (0 + 0− 0) + 0 · (0 + 0− 0)] = 0 ⇒ Γuvi = 0

• µ = v, ν = u

Γuvu =
1

2
guρ(∂vgρu + ∂ugρv − ∂ρgvu)

=
1

2
[guv(∂vgvu + ∂ugvv − ∂vgvu) + guu(∂vguu + ∂uguv − ∂ugvu)]

=
1

2
[1 · (∂v1 + 0− ∂v1) + 0 · (0 + 0− 0)] = 0 ⇒ Γuvu = 0
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• µ = i, ν = j

Γuij =
1

2
guρ(∂igρj + ∂jgρi − ∂ρgij)

=
1

2
[guv(∂igvj + ∂jgvi − ∂vgij) + guu(∂iguj + ∂jgui − ∂ugij)]

=
1

2
[1 · (0 + 0− 0) + 0 · (0 + 0− 0)] = 0 ⇒ Γuij = 0

• µ = i, ν = u

Γuiu =
1

2
guρ(∂igρu + ∂ugρi − ∂ρgiu)

=
1

2
[guv(∂igvu + ∂ugvi − ∂vgiu) + guu(∂iguu + ∂ugui − ∂ugiu)]

=
1

2
[1 · (∂i1 + 0− 0) + 0 · (∂iH + 0− 0)] = 0 ⇒ Γuiu = 0

• µ = u, ν = u

Γuuu =
1

2
guρ(2∂ugρu − ∂ρguu)

=
1

2
[guv(2∂ugvu − ∂vguu) + guu(2∂uguu − ∂uguu)]

=
1

2
[1 · (2 · 0− 0) + 0 · (2∂uH − ∂uH)] = 0 ⇒ Γuuu = 0

Итоговый результат для символов Кристоффеля

Γviu = Γvui = Hix
i

Γkuu = −Hkx
k

Все остальные Γσµν = 0

где i, k = 1, . . . , n.
Вычисление компонент тензора Римана. Формула для нахождения комонент тен-

зора Римана:
Rρ
σµν = ∂µΓρνσ − ∂νΓρµσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ

Ненулевые символы Кристоффеля:

Γviu = Γvui = Hix
i, Γiuu = −Hix

i

1. Компоненты с ρ = v

• σ = v

(a) µ = v, ν = v

Rv
vvv = ∂vΓ

v
vv − ∂vΓvvv + ΓvvλΓ

λ
vv − ΓvvλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rv

vvv = 0

(b) µ = v, ν = i

Rv
vvi = ∂vΓ

v
iv − ∂iΓvvv + ΓvvλΓ

λ
iv − ΓviλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rv

vvi = 0

(c) µ = v, ν = u

Rv
vvu = ∂vΓ

v
uv − ∂uΓvvv + ΓvvλΓ

λ
uv − ΓvuλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rv

vvu = 0
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(d) µ = i, ν = j

Rv
vij = ∂iΓ

v
jv − ∂jΓviv + ΓviλΓ

λ
jv − ΓvjλΓ

λ
iv = 0 ⇒ Rv

vij = 0

(e) µ = i, ν = u

Rv
viu = ∂iΓ

v
uv − ∂uΓviv + ΓviλΓ

λ
uv − ΓvuλΓ

λ
iv = 0 ⇒ Rv

viu = 0

(f) µ = u, ν = i

Rv
vui = ∂uΓ

v
iv − ∂iΓvuv + ΓvuλΓ

λ
iv − ΓviλΓ

λ
uv = 0 ⇒ Rv

vui = 0

(g) µ = u, ν = u

Rv
vuu = ∂uΓ

v
uv − ∂uΓvuv + ΓvuλΓ

λ
uv − ΓvuλΓ

λ
uv = 0 ⇒ Rv

vuu = 0

• σ = i

(a) µ = v, ν = j

Rv
ivj = ∂vΓ

v
ji − ∂jΓvvi + ΓvvλΓ

λ
ji − ΓvjλΓ

λ
vi = 0 ⇒ Rv

ivj = 0

(b) µ = u, ν = j

Rv
iuj = ∂uΓ

v
ji − ∂jΓvui + ΓvuλΓ

λ
ji − ΓvjλΓ

λ
ui

= 0− ∂j(Hix
i) + 0− 0 = −Hiδij ⇒ Rv

iuj = −Hiδij

(c) µ = j, ν = u

Rv
iju = ∂jΓ

v
ui − ∂uΓvji + ΓvjλΓ

λ
ui − ΓvuλΓ

λ
ji

= ∂j(Hix
i)− 0 + 0− 0 = Hiδij ⇒ Rv

iju = Hiδij

(d) µ = u, ν = v

Rv
iuv = ∂uΓ

v
vi − ∂vΓvui + ΓvuλΓ

λ
vi − ΓvvλΓ

λ
ui = 0 ⇒ Rv

iuv = 0

(e) µ = u, ν = u

Rv
iuu = ∂uΓ

v
ui − ∂uΓvui + ΓvuλΓ

λ
ui − ΓvuλΓ

λ
ui = 0 ⇒ Rv

iuu = 0

• σ = u

(a) µ = v, ν = j

Rv
uvj = ∂vΓ

v
ju − ∂jΓvvu + ΓvvλΓ

λ
ju − ΓvjλΓ

λ
vu = 0 ⇒ Rv

uvj = 0

(b) µ = u, ν = j

Rv
uuj = ∂uΓ

v
ju − ∂jΓvuu + ΓvuλΓ

λ
ju − ΓvjλΓ

λ
uu = 0 ⇒ Rv

uuj = 0

(c) µ = i, ν = j

Rv
uij = ∂iΓ

v
ju − ∂jΓviu + ΓviλΓ

λ
ju − ΓvjλΓ

λ
iu

= ∂i(Hjx
j)− ∂j(Hix

i) + 0− 0 = Hjδij −Hiδji = 0 ⇒ Rv
uij = 0

(d) µ = i, ν = v

Rv
uiv = ∂iΓ

v
vu − ∂vΓviu + ΓviλΓ

λ
vu − ΓvvλΓ

λ
iu = 0 ⇒ Rv

uiv = 0
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(e) µ = i, ν = u

Rv
uiu = ∂iΓ

v
uu − ∂uΓviu + ΓviλΓ

λ
uu − ΓvuλΓ

λ
iu = 0 ⇒ Rv

uiu = 0

2. Компоненты с ρ = k (пространственные координаты)

• σ = v

(a) µ = v, ν = v

Rk
vvv = ∂vΓ

k
vv − ∂vΓkvv + ΓkvλΓ

λ
vv − ΓkvλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rk

vvv = 0

(b) µ = v, ν = i

Rk
vvi = ∂vΓ

k
iv − ∂iΓkvv + ΓkvλΓ

λ
iv − ΓkiλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rk

vvi = 0

(c) µ = v, ν = u

Rk
vvu = ∂vΓ

k
uv − ∂uΓkvv + ΓkvλΓ

λ
uv − ΓkuλΓ

λ
vv = 0 ⇒ Rk

vvu = 0

(d) µ = i, ν = j

Rk
vij = ∂iΓ

k
jv − ∂jΓkiv + ΓkiλΓ

λ
jv − ΓkjλΓ

λ
iv = 0 ⇒ Rk

vij = 0

(e) µ = i, ν = u

Rk
viu = ∂iΓ

k
uv − ∂uΓkiv + ΓkiλΓ

λ
uv − ΓkuλΓ

λ
iv = 0 ⇒ Rk

viu = 0

(f) µ = u, ν = i

Rk
vui = ∂uΓ

k
iv − ∂iΓkuv + ΓkuλΓ

λ
iv − ΓkiλΓ

λ
uv = 0 ⇒ Rk

vui = 0

(g) µ = u, ν = u

Rk
vuu = ∂uΓ

k
uv − ∂uΓkuv + ΓkuλΓ

λ
uv − ΓkuλΓ

λ
uv = 0 ⇒ Rk

vuu = 0

• σ = i

(a) µ = v, ν = j

Rk
ivj = ∂vΓ

k
ji − ∂jΓkvi + ΓkvλΓ

λ
ji − ΓkjλΓ

λ
vi = 0 ⇒ Rk

ivj = 0

(b) µ = u, ν = j

Rk
iuj = ∂uΓ

k
ji − ∂jΓkui + ΓkuλΓ

λ
ji − ΓkjλΓ

λ
ui = 0 ⇒ Rk

iuj = 0

(c) µ = j, ν = u

Rk
iju = ∂jΓ

k
ui − ∂uΓkji + ΓkjλΓ

λ
ui − ΓkuλΓ

λ
ji = 0 ⇒ Rk

iju = 0

(d) µ = u, ν = v

Rk
iuv = ∂uΓ

k
vi − ∂vΓkui + ΓkuλΓ

λ
vi − ΓkvλΓ

λ
ui = 0 ⇒ Rk

iuv = 0

(e) µ = u, ν = u

Rk
iuu = ∂uΓ

k
ui − ∂uΓkui + ΓkuλΓ

λ
ui − ΓkuλΓ

λ
ui = 0 ⇒ Rk

iuu = 0
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• σ = u

(a) µ = v, ν = j

Rk
uvj = ∂vΓ

k
ju − ∂jΓkvu + ΓkvλΓ

λ
ju − ΓkjλΓ

λ
vu = 0 ⇒ Rk

uvj = 0

(b) µ = u, ν = j

Rk
uuj = ∂uΓ

k
ju − ∂jΓkuu + ΓkuλΓ

λ
ju − ΓkjλΓ

λ
uu = 0 ⇒ Rk

uuj = 0

(c) µ = i, ν = j

Rk
uij = ∂iΓ

k
ju − ∂jΓkiu + ΓkiλΓ

λ
ju − ΓkjλΓ

λ
iu = 0 ⇒ Rk

uij = 0

(d) µ = i, ν = v

Rk
uiv = ∂iΓ

k
vu − ∂vΓkiu + ΓkiλΓ

λ
vu − ΓkvλΓ

λ
iu = 0 ⇒ Rk

uiv = 0

(e) µ = i, ν = u

Rk
uiu = ∂iΓ

k
uu − ∂uΓkiu + ΓkiλΓ

λ
uu − ΓkuλΓ

λ
iu

= ∂i(−Hkx
k)− 0 + 0− 0 = −Hkδki ⇒ Rk

uiu = −Hkδki

(f) µ = u, ν = i

Rk
uui = ∂uΓ

k
iu − ∂iΓkuu + ΓkuλΓ

λ
iu − ΓkiλΓ

λ
uu

= 0− (−Hkδki) + 0− 0 = Hkδki ⇒ Rk
uui = Hkδki

3. Компоненты с ρ = u

• σ = v

(a) Все компоненты Ru
vµν = 0, так как все Γu·· = 0

• σ = i

(a) Все компоненты Ru
iµν = 0, так как все Γu·· = 0

• σ = u

(a) Все компоненты Ru
uµν = 0, так как все Γu·· = 0

Итоговый результат для тензора Римана

Rv
iuj = −Hiδij, Rv

iju = Hiδij,

Rk
uiu = −Hkδki, Rk

uui = Hkδki,

для i, j, k = 1, . . . , n.

Все остальные компоненты Rρ
σµν равны нулю.

Вычисление компонент тензора Риччи. Тензор Риччи определяется сверткой тен-
зора Римана:

Rσν = Rρ
σρν

1. σ = v, ν = v

Rvv = Rρ
vρv = Rv

vvv +
n∑
k=1

Rk
vkv +Ru

vuv = 0 ⇒ Rvv = 0
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2. σ = v, ν = i

Rvi = Rρ
vρi = Rv

vvi +
n∑
k=1

Rk
vki +Ru

vui = 0 ⇒ Rvi = 0

3. σ = v, ν = u

Rvu = Rρ
vρu = Rv

vvu +
n∑
k=1

Rk
vku +Ru

vuu = 0 ⇒ Rvu = 0

4. σ = i, ν = v

Riv = Rρ
iρv = Rv

ivv +
n∑
k=1

Rk
ikv +Ru

iuv = 0 ⇒ Riv = 0

5. σ = i, ν = j

Rij = Rρ
iρj = Rv

ivj +
n∑
k=1

Rk
ikj +Ru

iuj = 0 ⇒ Rij = 0

6. σ = i, ν = u

Riu = Rρ
iρu = Rv

ivu +
n∑
k=1

Rk
iku +Ru

iuu = 0 ⇒ Riu = 0

7. σ = u, ν = v

Ruv = Rρ
uρv = Rv

uvv +
n∑
k=1

Rk
ukv +Ru

uuv = 0 ⇒ Ruv = 0

8. σ = u, ν = i

Rui = Rρ
uρi = Rv

uvi +
n∑
k=1

Rk
uki +Ru

uui = 0 ⇒ Rui = 0

9. σ = u, ν = u

Ruu = Rρ
uρu = Rv

uvu +
n∑
k=1

Rk
uku +Ru

uuu

Вычислим Rk
uku:

Rk
uku = ∂kΓ

k
uu − ∂uΓkku + ΓkkλΓ

λ
uu − ΓkuλΓ

λ
ku

= ∂k(−Hkx
k)− 0 + 0− 0 = −Hk

Таким образом:

Ruu =
n∑
k=1

(−Hk) = −
n∑
k=1

Hk ⇒ Ruu = −
n∑
k=1

Hk
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Итоговый результат для тензора Риччи
В матричной форме:

Rµν =



0 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

0 0 · · · 0 0

0 0 · · · 0 −
n∑
k=1

Hk


Вычисление производной Ли для метрики Кахена-Уоллаха
Векторное поле:

Y = V (v, x, u)∂v +
n∑
i=1

X i(v, x, u)∂i + U(v, x, u)∂u

Компоненты производной Ли. Формула для вычисления производной Ли:

(LY g)µν = Y λ∂λgµν + gµλ∂νY
λ + gλν∂µY

λ

1. Компонента (LY g)vv

(LY g)vv = Y λ∂λgvv + gvλ∂vY
λ + gλv∂vY

λ

= 0 + 2 · (gvλ∂vY λ)

= 2 · (gvu∂vY u) = 2∂vU ⇒ (LY g)vv = 2∂vU

2. Компонента (LY g)vi

(LY g)vi = Y λ∂λgvi + gvλ∂iY
λ + gλi∂vY

λ

= 0 + gvu∂iY
u + gii∂vY

i

= ∂iU + ∂vX
i ⇒ (LY g)vi = ∂iU + ∂vX

i

3. Компонента (LY g)vu

(LY g)vu = Y λ∂λgvu + gvλ∂uY
λ + gλu∂vY

λ

= 0 + gvu∂uY
u + gvu∂vY

v + guu∂vY
u

= ∂uU + ∂vV +H∂vU ⇒ (LY g)vu = ∂uU + ∂vV +H∂vU

4. Компонента (LY g)ij при i 6= j

(LY g)ij = Y λ∂λgij + giλ∂jY
λ + gλj∂iY

λ

= 0 + gii∂jY
i + gjj∂iY

j

= ∂jX
i + ∂iX

j ⇒ (LY g)ij = ∂jX
i + ∂iX

j

5. Компонента (LY g)ii

(LY g)ii = Y λ∂λgii + giλ∂iY
λ + gλi∂iY

λ

= 0 + 2 · (gii∂iY i) = 2∂iX
i ⇒ (LY g)ii = 2∂iX

i
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6. Компонента (LY g)iu

(LY g)iu = Y λ∂λgiu + giλ∂uY
λ + gλu∂iY

λ

= 0 + gii∂uY
i + gvu∂iY

v + guu∂iY
u

= ∂uX
i + ∂iV +H∂iU ⇒ (LY g)iu = ∂uX

i + ∂iV +H∂iU

7. Компонента (LY g)uu

(LY g)uu = Y λ∂λguu + guλ∂uY
λ + gλu∂uY

λ

=
n∑
k=1

Xk · 2Hkx
k + 2 · (guλ∂uY λ)

= 2
n∑
k=1

Hkx
kXk + 2(guv∂uY

v + guu∂uY
u)

= 2
n∑
k=1

Hkx
kXk + 2(∂uV +H∂uU) ⇒

⇒ (LY g)uu = 2
n∑
k=1

Hkx
kXk + 2(∂uV +H∂uU)

3. Заключение

В данной работе представлены подробные вычисления основных тензорных харак-
теристик многообразия Кахена-Уоллаха. Полученные результаты имеют как теоретиче-
ское значение для понимания геометрической структуры многообразий Кахена-Уоллаха,
так и практическую ценность для дальнейших исследований киллинговых и конформно-
киллинговых полей, а также солитонов и потоков Римана и Риччи.
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